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AVIS AUX LECTEURS. 



Dans cet Ouvrage d'Arithmétique, j'ai cherché à exposer, sous une 
forme aussi simple que possible, soit certains résultats connus, soit 
des résultats nouveaux (*) relatifs à la théorie des nombres transcen- 
dants, c'est-à-dire des nombres qui ne sont racines d'aucune équation 
algébrique à coefficients entiers. J'espère avoir pu, en ne donnant 
cependant que des propriétés (^) en grande partie nouvelles dans la 
forme ou dans le fond, rendre mon travail presque entièrement 
accessible aux étudiants. Une partie peut être lue par un élève de 
Mathématiques spéciales, le tout par un polytechnicien ou un licencié 
es sciences mathématiques. 

Pour ne pas faire un Ouvrage trop volumineux, je me suis dispensé 
de traiter en détail bien des questions qui appellent des recherches 
plus étendues ou qui ont été approfondies ailleurs. Afin que l'on 
puisse se mettre au courant de la littérature du sujet, si on le désire, 
ce qui n'est pas nécessaire pour la lecture de l'Ouvrage, j'ai ajouté 
un index bibliographique. Il est court, car l'étude des nombres trans- 
cendants est un sujet presque entièrement neuf, où il y a d'autre part 
beaucoup à faire. 

Comme les matières de cette Introduction se rattachent par plus 
d'un point à la théorie des fonctions entières, j'ai complété l'index 



(*) Ils ont fait Tobjct lie quatre communicaiions à i'Acddéinie des Sciences de 
P^Tis { Comptes rendus, 28 août 1900, 12 février, 2 avril, 2 juillet 1906). f^oir encore 
Afém. el C. H. du Congrès de Lyon (Ass. frunç. pour l'avanc. des Se, 1906) et 
Bull, Soc. Math., 19 juillet ujoO. 

(') J'ai dû toutefois reproduire, avec peu de changements, des démonstrations 
connues de la transcendance de e et ic. 
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Il AVIS ALX LECTF.L'RS. 

hiblioi^raphique par des renseignoiiients très sommaires suffisants 
pour permettre au lecteur crahordei- cette dernière; enfin, j'y ai 
signalé quelques Mémoires relatifs aux fonctions transcendantes, qui 
présentent certaines analogies avec les nombres transcendants. 

Je crois utile de résumer ci-dessous le contenu du Volume : 

Chapitkk 1. — Je rappelle d'abord ([uelques résultats de la théorie 
des fractions continues arithmétiques, dont je fais grand usage, en 
es([uissant une classification par ordres de ces fractions, d'a()rès la 
rapidité de croissance des quotients incomplets. 

Ghapituf. 11. — J'établis, d'après T^iouville, un théorème fonda- 
mental qui donne une condition suffisanle pour qu'un nombre, con- 
sidéré comme limite d'une suite de fractions rationnelles ordinaires, 
soit transcendant; j'appelle nombres tratiscendants de Liomille 
les nombres qui satisfont à cette condition. J'étends ce théorème au 
cas où les fractions sont des polynômes formés avec un nombre algé- 
brique et à coefficients rationnels. 

Chapitiie III. — On peut trouver des catégories étendues de 
nombres de Liouville (je les appelle nombres correspondants) qui, 
[)ar addition, soustraction, multiplication ou division, ne donnent 
([ue des nombres rationnels ou transcendants de Liouville de même 
catégorie. Les nombres transcendants N de Liouville peuvent être 
caractérisés par une propriété remarquable dont ils sont seuls à jouir 
parmi les nombres irrationnels : il y a une inlinité des réduites de jN^ 
(/> entier quelconque) qui sont puissances yr^'*^^'"'^'' de réduites de N. 
Ceci me permet de définir, dans chaque catégorie, les nombres qui 
sont des puissances jx'*'""'* exactes (a entier) d'un nombre de la mémtî 
catégorie. Toutes les irrationnelles -^tt — ~. {pi (J-, p\ ^' entiers, 
pc/ — 7'^'^ o) sont de même ordre que Tirrationnelle L 

CuAPiTRi. IV. — Je montre ensuite que Ton peut considérer de 
manières extrêmement variées tout nombre réel rationnel, algébrique 



AVIS AL'X LK<:TKDRS. III 

OU transcendant comme racine de fonctions /(^), où f{x) est une 
série ou une fraction continue à coefficients rationnels. Ainsi, il y a 
une infinité de familles de ces séries, par exemple de fonctions 
entières de même ordre, telles que les racines des séries de la famille 
donnent tous les nombres possibles, réels ou même imaginaires. 
Inversement, tout nombre réel est, d'une infinité de façons, repré- 
senlable par des séries ou des fractions continues f{x) pour x ra- 
tionnel. 

Chapituk V. — J'étudie encore ce que j'appelle les fonctions 
génératrices /(x) de nombres transcendants; je détermine des 
catégories étendues de pareilles fonctions, à coefficients rationnels, 
pour lesquelles /{x) est transcendant dès que x est rationnel ou 
algébrique (x ^ o) et même des catégories de fonctions f ftt fi^ ..., 
/a, . . . , telles que toute fonction analogue à 

*(^) = /(/i(/î(...(/A(:r))...))) 
est transcendante dès que .r est rationnel > o. 

Chapitke VI. — J'indique, en me basant sur la théorie des frac- 
tions continues arithmétiques, un moyen de distinguer certaines 
catégories de nombres. J'en conclus ainsi que les fractions continues 
quasi-périodiques à quotients incomplets limités et le nombre e, qui 
sont des nombres transcendants, ne sont pas des nombres de Liouville. 

Chapitre VII. — Je m'occupe des fractions décimales et des frac- 
tions continues quasi-périodiques : ce sont des nombres transcen- 
dants, au moins sous certaines conditions. Si I est une fraction 
continue quasi-périodique, il en est de même, dans des cas étendus, 
de pq~*l et I'' (/>, q entiers). 

Chapiïue VIII. — Je signale des familles de séries à coefficients 
rationnels telles que leurs racines, comme celles des équations algé- 
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briques à coefficients entiers, ne peuvent présenter, dans la partie 
décimale de leur développement, des suites de zéros d'étendue trop 
rapidement croissante au fur et à mesure qu'on s'éloigne de la vir- 
gule. Une propriété corrélative a lieu pour les quotients incomplets 
du développement en fraction continue des racines : ceux-ci ne 
peuvent croître trop vite. 

Chapituk IX. — Je donne une démonstration connue de la trans- 
cendance des nombres e etTi, et je traite la question de l'impossibilité 
de la quadrature du cercle, en expliquant dans quel sens il faut 
Tentendre. 

Chapiïke X. — Dans les Chapitres X à XII, j'envisage l'extension 
aux séries à coefficients rationnels de plusieui-s propriétés des poly- 
nômes à coefficients rationnels. Certaines se conservent toujours, 
d'autres ne restent vraies que pour des types particuliers de séries, 
dont je forme quelques-uns. On arrive toutefois à des analogies plus 
profondes et plus habituelles quand on considère, non plus les séries 
à coefficients rationnels, mais les séries dont les coefficients sont 
formés rationnellement avec les nombres de certains ensembles, par 
exemple avec des nombres de Liouville correspondants. 

Chapitre XL — Je passe aux fonctions symétriques des racines 
des séries à coefficients rationnels, ce qui me conduit à proposer de 
définir comme entiers transcendants, sous réserves de certaines véri- 
fications ultérieures, des catégories de nombres transcendants : ainsi 
TT et L2 seraient des entiers transcendants. 

Chapitiie XII. — Je termine en montrant certaines difficultés de 
l'extension aux fonctions entières à coefficients rationnels de la 
notion connue de réductibilité pour les polynômes à coefficients 
entiers; incidemment j'établis un résultat très général relatif à 
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la densité des racines des fonctions entières dites A^ ordre zéro 
(applicable à toutes celles d'indice ^2). 

Note 1. — Je. donne des indications sur certains modes de classi- 
fication des fonctions entières analogues aux procédés de classifica- 
tion des fractions continues arithmétiques et sur les groupes de 
fonctions entières. 

Note II. — C'est un complément aux Chapitres VI et VII. J'y 
indique par exemple des critères pour reconnaître si un nombre 
positif donné par son développement en fraction continue est un 
nombre I de Liouville; dans des cas étendus, le nombre décimal I et 
la fraction continue y/'I sont quasi-périodiques, e', a} (a entier), I' sont 
transcendants. 

Note III. — Elle est relative aux analogies entre les fonctions 
transcendantes et les nombres transcendants. 

Note IV. — Elle comprend la bibliographie dont j'ai parlé plus 
haut. 

Je signale dans mon Ouvrage de nombreux sujets d'études, souvent 
abordables, relatifs à la théorie des nombres transcendants et des 
propriétés arithmétiques des fonctions, théorie où il y a, je pense, 
beaucoup à faire {voir, en particulier, p. 161-164 et p. 278). De 
plus, la Note II, sur les fonctions transcendantes et hypertranscen- 
dantes, peut être la base de travaux étendus. 

Boiirg-la-Reine, février-août 1906. 
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CHAPITRE I. 

QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FRACTIONS CONTINUES. 



Soit la quantité 
(I) ln= ao-i-i:«i-M:«j-H- • .-^-1 :«nï 



ou encore 

«0 



On a, par définition, 



1 
a, H 



a,- 



I 
an 



1 '*o « f 

I Qo «1 Qi 

aiaj-Hi aoCt| rtj-f- rto~*- ^1 Pi 

I j = ao -I- 1 1 «1 -H I ; «j = «0 -t- I ^ = = 7T- > 

a, aiaj-i-i Q, 

j 

ly = ao -+- 1 : «1 -H . . . -h I : ay = gi- , 



(') Pour plus de détails au sujet de la théorie des fractions continues, consulter 
Leqendre, Théorie des nombres, t. I, 3' édition, i83o; Serrkt, Algèbre supérieure, 
t. I, 5* édition, Gauthier-Villars; i885. Il y a toujours profit à lire Legendre, et 
aussi Lagrange, ou au moins à parcourir leurs Œuvres. 

M. I 



■* CHAPITRE I. 

OÙ 

. ^ \ Po=rto> Pi = auai-^i» Pt = ao^ias— CTo— a, = PjatH-Po, ..., 

(a) 

Py, Qy étant des polrnomes en «©? «i «>• ly est ce qu'on appelle 

la réduite de rang ou d'ordre j de I«, !« est une fraction continue 
limitée, ao-, ûi, ...^a,i sont les quotients incomplets. 

On peut évidemment considérer des fractions continues illi- 
mitées 

I = ao -H I : ai -t- . . . -^ I : Ort -H I : . . . : 

cette fraction, par définition, aura pour valeur la limite de I^, quand 
n croît indéfiniment, si elle existe. Dans ce dernier cas, on dira que 
la fraction continue est convergente. 

est alors ce qu'on appelle le quotient complet de rang ou d'ordre n 
del. 

1" On a 

( 3 ) Pn = P„_, a„ -h P„_„ Q„ = Qn-X an -H Qn-1. 

En effet, ceci a lieu, pour /i r= 2, d'après (2^; j'admets que ceci 
ail lieu pour /? = i,2 m. On a 

I P//i-»-i 



Qw-»-i 
Im+i se déduit de \m en y remplaçant Om par a^,-^- i \anl+\^ 

I Pw P/n— 1 ^/w "^~ * /«— î 



Q/;i Q//i-|a//|-^Q 



//l-l 

j _ P/w -1 (g/;/ -^- I r am-¥-\ ) -+• P//I-Î __ a/yi-)-t(P//i-l^w-H Pm-«) "H Pm-1 

'" Qm-l(«m-Hi:a,„+l) -h Qw_j am-hl(Qm-l«m-i- Q/M-î)-H Q//Ï-I 

I P/W^^/W-hl "H P/;| — 1 

*//i-f-i — 7=v — _^ f. > 

d'où, par définition de Pm+i et Qm+i? 

P/n-»-l = P/na/n-f-l "*- Pw-1, Q/n-f-1 = Q/w««ï-4-1-H Qm-l- C. 0- F. D. 



QUELQUES PROPRIETES DES FRACTIONS CONTINUES. i 

2° On a 

(4) P„^iQ„— P„Q„^, = (-i)« 

et, par suite, si les Oj sont entiers réels, P/, et Q„ sont des entiers 
premiers entre eux. 

En elFet, d'après (3), 

= P;,_,Q;,-P«Q„_,=...= (-i)''-»(PîQi- Pi Qî) = (-!)", 
d'après (2). 

3" Si am est réel >o et si, à partir d^une certaine valeur v 
de /i, le nombre an est^i, la fraction continue I est convergente. 

En effet, quand n ^ v, «„ ^ i ; d'après (3), 

QnèQn-l-4-Q/,-î>2Q„_,; 

soit y le plus petit des deux nombres Qv_i et Qv-2; on a 



QvH-,y > •/>■*-» ^, Qv-Hiy-hi > a>-^» ç, 



€t Q;, croît indéfiniment avec n. D'après (4), 

I„^,-I„=^-^=(~i)«Q;;tQ-.^ 

a pour limite zéro quand n croit indéfiniment. De plus 



Q„>2 ^ q, QnQn^x>l"-'^^'q^; 

n 

I/î-»-l = ïo -H ^\ ( î//i-f-l — 'm )» 



i CB%PIT1C I. 

torvqu^ n croît in*l«^finiiD^nt. tend vers une limite, à savoir la valeur 
de la *>*rn*c cunv^rrjjente 



qui est liréci^émeot la valeur de I. 
4 On a 

"^ '=Q ,-Q,-.- 

En effet, il suffit de remarquer que I se déduit de 

1,^1 = 



■n-^l «n^n— I "^ ■ n-l 



en V remplaçant a^^i par Xn^\ - 

O; qui précède ne suppose d'ailleurs nullement, en général, que 
les On soient entiers. Je vais maintenant ne considérer que des valeurs 
positiven entières des r^,^ : les fractions continues correspondantes 
•ont dites des fractions continups arithmétiques ^ * ). 

5 ' I est compris entre I^^., et I„ et, de plus, 

(6; il — 1«.< I — I«-i|. 

En efl'et, d'après (5), 

Xn^liQnl — Pn ) = P/,-1 — Qn-1 I , 
Qn l/i-t — I _ ^ /' Qn-1 \ ^ , 



(•) En général, une fraction continue arithmétique est une expression de la 
forme 

I =a,-^b,:a^-^b^:a.-i-...-^b^:a„-{-..., 

où les quantités a,, a, a^, . . ., 6,, 6,, . . ., 6„, . . . ont ries valeurs numériques 

réelles ou imaginaires: une fraction continue algébrique est une expression de la 
môme forme, où les a- et les 6- sont des fonctions d'une ou de plusieurs variables, 
i^uand les 6^ sont tous ég.iux à i. Ie> considérations et les formules des quatre pre- 
miers numéros s'appliquent évidemment aux deux catégories de fractions continues. 
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d'après (3), puisque ^«^.« = a/i^.i ^i , «// = i . (6) en résulte de suite, 
et I — I/i_i, I — I« sont de signes contraires. 

6« On a 

<7) ('>.QnQn-Ki)-«<|I — ïn|<(Q/iQn-Hl)-». 

En effet, d'après ce qu'on vient de voir et (4), 

Il - I„| < |I„^,- Inl = (QnQn..,)-'; 

de même 

2|ï-l«|>|InH-l-I|-H|I-ln| = |In-^l-ïn|=(QnQ«-Kl)-». C.Q.F.D. 

Si 



AI A 

f — "n <!'' — ï«-i-*lî "d ^^^^^ ^f^^ Jraction irréductible 



j 

ou non, on a 

B>Qn+,. 

En effet, on a a fortiori, d'après (6), 

I-ç|<|I-I«|: 

A 

^ approche plus de I que I,i et I„_,.i et est compris entre 1„ et I;,^< ; 

A 

par suite ^ — I« est de même signe que I„^< — 1/,= ( — 0''Q//*Q/ïlr 

Alors 

AQ„ — BP,| est entier yé o, puisque ^ 7=^ I/i ^^^ '1 en résulte 

QnQ/i-+-l<BQ„, Q„^i<B. C.Q.F.D. 

I AI A 

8" Si\l — -^^(28^)'*, -^ est une réduite de \, 

I D| ^ ' D 

A • . 

On peut supposer -rr irréductible, le cas où elle ne le serait pas se 

ramenant de suite au cas où elle le serait. On a 
(8. '-B=±.4î' «X"^'- 
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je développe ^ en fraction continue i *) 

(9) p =60^1 :6,H-...-r-i :6a= ^; 

ici bf(> i-, sans quoi Ton pourrait remplacer />;t_, -h i I />* par 6a_i -+- i : 
donc aussi 

^ = 60— i :6, -4-...-H I :(6a— n-i- 1 : 1, 
c'esl-à-dire, en posant 

(10) j^ = bo-hi :^,-h...-H I :6a-^ I :/>>i.^, : 

cette dernière formule est analogue à (9), mais les nombres des quo- 
tients incomplets de (9) et (10) sont de parité différente : je pourrai 



(') Soit I un nombre positif quelconque > 0. Pour le développer en fraction 
continue, on prend le plus grand entier a« contenu dans I et l'on pose 

I =a<,-4- 1: jTp 

d*où 

^,> 1: 

on opère sur x^^ 1 comme on l'a fait sur I 

^, = a, -h I : X;, I = a,, -i- 1 : ûi — I : j"; , 
d'où 

et ainsi de suite. De là le nom de quotients complets donné à x,, x^, ...; de quo- 
tients incomplets donné à a^ a,, Cette opération se termine quand I est 

rationnel; rar soit I = -rj-» M, M, premiers entre eux: on a 

La suite des opérations est alors la même que dans la recherche du plus grand 
commun diviseur de M et M,. Réciproquement, une fraction continue limitée est 
évidemment égale à un nombre rationnel. 
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donc toujours mettre -^ sous la forme (9), en supposant k à volonté 

pair ou impair, 6^=1 ou > i . 

Ceci posé, je détermine le nombre y^^i par Tégalité 

(II) ,^ />,7A^t^A>A- i^ 

— étant la 4"™* réduite de W; on a 
qi B' 

j _ A __ pfiYk-^X -^ Pk-\ _ Pk __ Pk-\qk — Pkqk-\ 

B qkyk-i-x -H ^A-i y* 9ifc( qkyk-^\ -h ^a-i ) 
D'après (4) et (8), 

B yA(7Ar>t-Hi-HÇA-j) ^B« 

Je choisis la parité de k de façon que ( — i)* et ±H soient de même 
signe; il en résulte 

iqk= ^(qkyk-^\-^qk-\), 
_ iqk-fiqk-i ^^ _,>. 

Par suite, d'après (9) et (i i), 

I = 6o-hi :6, -H...-hi :bk-h\ :yk-^i, 

011 yk^i est > I ; si l'on développe ^a+i en fraction continue et que 
Ton substitue dans la formule ci-dessus, on obtient le développement 

en fraction continue de 1, dont ^ est, dès lors, une réduite. 



9" Sur la différence 
tible. 



B 



\ 

^ étant une fraction irréduc- 



Si p nest pas réduite de I, B étant compris entre Q„ et Q^^.!, 
I . A 



(i^) |. B 



>(2B»)-'>(2Q,Uj-»>f2QJ(a«^.-hi)]-i. 
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\ P 

'/ ^ est une réduite, I„= pr^i 



(II) [2B«(a„^, -h !)]-»<( •2Q„Q„^,»-«<|l-^!<(Q,,Q„^,M<(B««„^,)-«. 
En effet, si l'on a 

A . P 

•^ est une des réduiles de I, I„ = jy-t et B = Q„, A = P„: d'après (7), 

d'après (3), 

d'où 

(i3) [2(«n-i-M)Qîl-»< I- ^1 <(QJa„^,)-'. 

I " I 

Soit maintenant 

>(9.B»)-». 



B est compris entre deux dénominateurs (}„, Q//+1 ^^*> réduites, el 

QnS B<Q„^,; 
(12) a lieu. 

10" Classification provisoire des fractions continues arithmé- 
tiques. 

Je vais indiquer ci-dessous une classification des frarlions conti- 
nues arithmétiques I = «qH- i : fl^i 4-. . .-f- 1 : r^ ,/-+-.. ., basée sur la 
rapidité de croissance des modules des quotients incomplets a«, les a^ 
étant supposés quelconques, entiers, réels (*). 

(') Une classification idcnlique semble provisoirement acceptable quand 
est entier imaginaire (/ el ^entiers quelconques). 
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Soit 






I 1.2 

la base des logarithmes népériens. Je pose 

eo(x) = X, ei{x) = e', aix) = e^i' = e''^ ..., 
ek^i(x)==en^'\ 

quand k entier ^o: 

logoa^ = ^, log,a? = logar, log,ar = log( logi^r), ..., 

logA.+i= \o»(\ogk,x), 

quand ki entier ^ o, les logaritlimes étant népériens, puis 

(i4) \ e/n(a*) = log_,„ar, 

m entier positif ou négatif, ce qui donne 

ern+\{x) = log_;„-,(ar) = e'mi*) = log-idog-^iâ-j, 
e,n-i{x) = log,_,„a- = log[e,„(a:)] = e-x[e,n(x )], 

et, en i:énéral, 

1 Cm-hmiiX) = log-m-m.ar, 

m, mi étant entiers, positifs, nuls ou négatifs. 

Je considère la suite «o? ^m • -i ^'//i Si Ton a, pour une infi- 
nité de valeurs /i< de n, 

(§5) I a„J = eA(/i?'*'^"t) pour k go, | ««, | = eA( n, )P-^5«, pour Alo, 

t„^ étant positif ou négatif, mais tendant vers o quand ^, croit indéfi- 
niment; si, de plus, les autres quantités a,^ à partir d'une certaine 
valeur v de /?, sont telles que 

(i6) I «rt I < exf /i?-2) pour A'^o, | a„ | < e^-i /i )?~^ pour Arlo. 

le nombre positif e, fixé à lavance, étant aussi petit qu'on veut, je 
dirai, o étant ici un nombre positif qui n'est ni nul ni infini et k un 
entier positif, nul ou négatif, que la suite a^^ «,, . . ., a,,, . , ,^ ou le 
nombre I, esl d^ordre (/, :> ) (* ). Les quotients a„^ satisfaisante (i 5) 



(*) On pourrait aussi adopter uo'- classification plus simple eu prenant seulement, 
quel que soit Ar, soit les deux premières inégalités (i5) et (i6), soit les dernières; 
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seront dits les quotients incomplets principaux. Les réduites cor- 
respondantes I;,^. , de I seront les réduites principales. On a évi- 
demment à la fois, quand v est assez grand et /i|^v, d'après (i5) 
et (i6), 

''* I eA(/ii)P-«<|a;,J<e>t(/i,)P^, I a« |< tf*(/i )?"« < e^-i /i)(>^S A:<o. 
On dira que (A:,, pi ) est < (A*, p) si l'on a 

ou 

Cette classification laisse de côté trois cas extrêmes : i" celui où, 
quel que soit /, dès que i est assez grand, on a 

si petits que soient k (négatif) et p; les fractions I correspondantes 
seront dites d'ordre ( — ^>p), ou, simplement, — oo : c'est le cas 
quand tous les coefficients incomplets de I ont leurs modules limités; 
•2" celui où, dès que i est assez grand, on a, pour une infinité de 
valeurs t, de e, 

si grands que soient A" et p ; les fractions I correspondantes seront dites 
d'ordre (-h ^o, pi, ou, simplement, 4-3o; 3° celui où p = o ou oo : 
une fraction I d'ordre (A, o), par définition, d'abord est telle que e 
étant fixé aussi petit qu'on veut, mais positif, à partir d'une certaine 
valeur de n, 

|a„|< tfit(/ie), ou \an\<ek{n)^ (A'^ou^o), 

ensuite est telle que, pour une infinité de valeurs /i, de n, 

|a„, |>CA-i(/i?-*), ou \an,\>eK-i{n^)9-^ (A:>ou<o), 
si grand que soit p. 



celle que je choisis ici, à titre provisoire, conduit plus loin à un énoncé plus simple 
et plus précis (Chap. III. p. 5i). 

Toutes ces classifications ont leurs analogues dans la théorie des fonctions entières 
(note I à la fin du Volume). 
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Une fraction d'ordre {k — i , oo) satisfait aux mêmes conditions, par 
définition, et l'on peut écrire ( * ) 

(X:,o) = (X:-i,a>). 

Voici des exemples : 

Quand | a^ | 2«, a limité, on a vu que I est d'ordre — do. 

Quand ao = i , a,^ = 4 ^ — ^ pour n >> o, 

an = /i^-^-^» = «0 i 'i*"^*'» h 
(i-+-e„)log/i = log/i-+-logM —\\ 

^log(4-|) 
logn 

L'ordre est ici (o, i); on sait d'autre part que 

i'=i-+-2: 1-+-1 :6-+-i: io-h...-i-i:4« — 2-+-i:...= e; 
donc, par extension : 

Le déçeloppement en fraction continue de e est d^ ordre (o, i ) (^). 



(') Cette classification^ qui correspond à une classification des fonctions entières 
(note I à la fin du Volume), ne doit être regardée que comme provisoire. Elle 
pourra être remaniée quand on aura classé les fractions continues algébriques qui 
définissent des quotients de fonctions entières, c'est-à-dire de séries à rayon de con- 
vergence infini. Des travaux de M. A. Auric sont en cours à ce sujet {Comptes 
rendus de l'Académie des Sciences, 7 août igoS, p. 34'*). Il est à espérer qu'une 
certaine correspondance pourra être établie entre l'ordre dans les deux classifications, 
après des remaniements convenables, s'il y a lieu. 

Peut-être aussi des travaux ultérieurs conduiront-ils à modifier ou à préciser toutes 
ces classifications. 

(') Je demande qu'on admette ici que e possède un développement en fraction 
continue de cette forme; voir plus loin page ia3. 

On a d'ailleurs 

e = 2H-i:iH-i: 2-+-...-+-i:i-+-i :2n-+-i:i-+- 

Quand je dis que le développement précité de e en fraction continue est d'ordre 
(o. i), j*étends légèrement les définitions précédentes : ce développement rentre dans 
la catégorie des fractions continues 

J = «0+ ?o : «1 -+-• • •-+- Pi-i : «/H- ' : «/^.i ■+■ » : «1+2 h-- . •-+- i : «,-♦- • •» 
où les a-, ^j peuvent être absolument quelconques, mais ^o; on peut évidemment 
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Je prends encore pour flr„ Tenlier immédiatement supérieur à ^^(/î). 
D'après (i 5), Â et p ne peuvent être finis ; si o = o, A' ne peut non plus 
être fini : I est alors <l'ordre -h oc. 

adopter pour elles les mêmes définitions de l'ordre. 
Ceci pose une question intéressante : 

L'ordre de 

J'= v.-h6,:v,H-...-t-6^ ,:a„— ?., :a,-h...-^-i :a^-h..., 

c'est-à-dire d'une fraction continue qui possède à partir d'un certain rang les 
mêmes numérateurs et dénominateurs a^, ^^ a„ que J, est-il le même y 

Je suppose que J soit d'ordre (A*, p); il est bien évident que J' n'est pas d'ordre 
> (As p) : I a^ I satisfait à (i5) et (i6) pour J. Dans J', a^ est le (/i -h m)»*-* quo- 
tient incomplet, et, si a^ est un quotient principal de J, 

l'»,.l>«à(''^"*). ou I or, I >et(n)?-» (A^oou^o), 

d'après (17): soit 

a = p — t. n' = ( /î -+- m )% 
avec 

»a = » - T.« < '. 

et liinvi, = pour n = qo. Donc, t, étant aussi petit qu'on veut et > o, et Ar > o, 

i«J>«ll(w-^-m)?-''.] 

pour une infinité de valeurs de n: J' est d'ordre (k\ 0). 
De même, si A < o. A* = — A,, e^(n) = \o%^^n, on a 

n -h m <^ :ï n^ log ^ n -r- m ) < log i n < 2 log n, 
log,(/i-t- m) < logi^alo^/i) < alofijrt logÀ.i/i -^ nO < 3logA,/i < (logx.n)»-", 

e^\,n)< '> e^{n ^ m)^-'> e^[n — m )?-'5 ; 
donc 

J* est encore d ordre (Ar. ?)• 

i>> résultats restent dès lors également vrais si quelques-uns des x^, ^^ manquent 
d^ns le développement J'. 

On verra d'aîlleur» plus loiu vCbap. III, p. 36) que les divers développements ana- 
ligues À J d'une même irrativ>nnello réelle, où les a,, â,. a^ sont réels et lésa, entiers 
et >, o sont de même ordrv. 
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CONDITIONS SUFFISANTES POUR QU'UN NOMBRE SOIT TRANSCENDANT. 
NOMBRES DE LIOUVILLE. 



On doit à Liouville (*) celte propriété fondamentale : 
Théorème. — Soient ç une quantité quelconque y 

I,-^, ..., I„-^, ... 

des fractions rationnelles réelles ou imaginaires y dont une inji^ 
nité ont des valeurs distinctes {'^)^ à dénominateurs réels, qui 
tendent vers la limite Ç quand n croit indéfinimenty et dont les 
dénominateurs croissent indéfiniment (^) au moins à partir d'un 
certain indice, 

; ne peut être racine d'une équation algébrique à coefficients 
entiers de degré Sa, cest-à-dire Ç ne peut être une irrationnelle 
algébrique de degré ^ol que si l'on a, dès que n est assez grand, 
pour toute valeur de n, 

|$-I.|>(MQJ)-», 
M étant une quantité indépendante de n. 



(') Journ. de Math., i85i, p. i33. 

(^) Ces fractions peuvent être irréductibles ou non; si, à partir d'une certaine 
valeur de /i, on avait I„=:const.. la limite serait évi<lemment une quantité ration- 
nelle. J'appelle ici fraction rationnelle une fraction — ° » où /, gy /', g' 

f'-^gW-i 

sont entiers, positifs ou négatifs : la multiplication des deux membres par/' — g'^ — i 
donne un dénominateur réel. 

(') Ceci n'est qu'une conséquence de l'hypothèse que la suite contient une infinité 
de fractions ayant des valeurs distinctes. 

On peut toujours, dans les raisonnements, considérer si l'on veut ^ -+- 1 = ^, au lieu 
de l) par suite, on peut y supposer l 9^ o. 
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Si cette iiK'f^alité est en défaut, quel c|ue soit a, pour une infinité 
(le valeurs de /i, Ç est transcendant : je dirai alors que c'est un nombre 
transcendant de Liouville; la suite des I„ sera dite, dans ce cas, 
une suite de Liouville. 

L'inégalité ci-dessus s'établit simplement : je vais la démontrer en 
rétendant au cas où Ton considère des fractions rationnelles formées 
avrc un nombre algébrique, réel ou imaginaire {voir l'énoncé, p. 19). 

Je rappellerai d'abord qu'un nombre algébrique a, est, par défini- 
tion, une racine «l'une équation algébrique irréductible à coefficients 
entiers réels 

©(a,) =0; 

soient d le degré de celle équation, a,, a2, . . ., a^ les d racines : elles 
sont distinctes : on dit (ju'elles sont conjuf![uées. 

(^>uand le coefficient du terme de degré le plus élevé dans ?(^), 
après suppression des facteurs communs à tous les coefficients, est 
Tuiiité, on dit que a, est un nombre entier algébrique. Si (') 

où Ao est positif, et si Ton pose 

V 

on voit de suite que v est un entier algébrique. 
Je considère maintenant une fraction rationnelle 

OÙ le numérateur et le dénominateur sont des polynômes en z, à 
coefficients entiers réels: on pourrait supposer, si Ton voulait, que 
l\^x»^eli^«\^at, > sontdedegrt''^</ — i, car, si zf'*, avec A'^o, figure 
dans un quelconque des deux polynômes, on |>eul remplacer xf** par 
un polynôme de degrt'* inférieur, en tenant compte de s^x, » = o, et 
«ikiisser pr\>grt*ssi\ement les degivs de l^^^t/» et Q«< a. ». jusqu'à ce 

/ ^ Je dcsijcne jvar U Bioijtiv»n \m ^ Ij m **• t^^nnule Qumërv>te« «lu y**"* Ckjpiire. 
Tv»uirto4S, |K»ur le pntiuur ChApitnr, j'ji supprime le> inatce». 
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que ces degrés ne dépassent pas d — i : je ne supposerai pas cette 
réduction de degré faite nécessairement. 

Si Q,i(a, ) contient etTectivemenl a,, je poserai 

j . . _ P;,(gl)Q/»(«g)...Qr,(«rf) 

«^"•^- Q„(a,)Q„(a,)...Q„(arf)* 

Le dénominateur du second membre est une fonction symétrique 
des racines de •^(a,) = o, par suite un nombre rationnel ordinaire 
réel. D'autre part, prenant l'équation dont Q//(a,), Q„(a2), ..., 
Q_ri(^d) sont racines, ses coefficients sont rationnels; en la divisant 
par Q — Q//(a<), on obtient une fonction de Q dont les coefficients 
sont des polynômes en a,, à coefficients rationnels réels; l'un de ces 
coefficients est justement Qw^ao) . . . Q//(a^/). Finalement la fraction 
peut toujours se mettre sous la forme 

«rt(ai) = — ' 

où y?«(a, ) est uii polynôme en a,, à coefficients entiers réels, de 
degré ^d — i si l'on veut, et qr„ un entier ordinaire réel. 

Je considère alors un nombre algébrique 3 7^ o racine d'une équa- 
tion irréductible donnée à coefficients entiers réels de degré 8 

et une fraction 

analogue à f«(a,) et approchée de ,3 {q étant entier), mais -^ jâ, 
c'est-à-dire que />(a,)^o, puisque 3 p^ o, et |^ — -*> | est assez 
petit. Les racines de f{x) sont distinctes, et /'(,3) 3?^ o; la racine y 
de f\x) pour laquelle | v — ^ est minimum diffère de p. Si 

pour toutes les valeurs de h de module inférieur au nombre positif tj 
assez petit, 

^l|/(3-A)|l^, 

puisque /(jr) et f'{x) sont des fonctions continues. 
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Je suppose alors 

|3-<5|<Ti; 

on pourra écrire 

^ = -> ^ /i. o =/( ^) =/( -"V) H- A A. 
D'ailleurs, si 

f{x) = a^x^-¥- axx^- »h-. . .— ag, 

qui n'est pas nul, car ^ n'esl pas racine Ae fix\. 

Quand a, est un nombre rationnel ordinaire, a, ou un nombre 
a -h bi^ où Ton peut supposer dans les deux cas a et 6 entiers, le 
numérateur du second membre est de la forme N 4- N| **, où N et N, 
sont entiers, Tun étant ^ o, et Ton a 

(3,) l/('3)lâ^-ô. 

Si r, est suffisammeut petit, A est de la forme 

A = /'( 3 - A) -^ ^/'( 3 - A) -h. . . = ( I -+- E)/'( P - /» ), 

où I £ I est aussi petit qu'on veut dès que | A | est assez petit. Donc 

y-ô<|/(.'\)| = |/iA|^M|A|, 
(4») |A| = lp-'->l-(M</5,-i. 

Par conséquent, étant donnée une suite de fractions rationnelles 
réelles ou imaginaires I(, 1^, ..., I,^, ... à dénominateurs réels, qui 
ont pour limite un nombre ;, si, parmi ces fractions, il y en a une 
infinité qui ont des valeurs distinctes, ce nombre ne peut être racine 
d'une équation algébrique irréductible de degré 0, ou, a fortiori^ de 
degré <ô, que si l'on a, à partir d'une certaine valeur de /i, 

(52) U-Inl^(MQnr«, 

OÙ M ne dépend que de l'é(juation considérée : c^est le théorème de 
Lio avilie. 
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Mais, quand a, est un nombre algébrique, on ne peut plus écrire 
que le numérateur P», du second membre de (22 ) a son module (*)=i . 

Je remarque alors, P^^ étant sous la forme d'un polynôme en a, de 
degré k' et posant y, = Aoa,, . . ., ^d= A.oa^, que P^. est de la forme 
x\~* Py , où Py. est un polynôme à coefficients entiers, de degré k' 
en Yy- D'ailleurs, 

puisque '^{x) est irréductible, et qu'aucune de ses racines ne peut 
annuler le polynôme P(^) (''^). Or, P^^ ..., P^^ esl une fonction 
symétrique des racines d'un polynôme à coefficients entiers 

Xf ? (f;) =r^-^ A,7''-»H- A, Ao v^-«H-. . .H- ArfA^-» = o, 

où le terme de degré le plus élevé a pour coefficient l'unité : c'est 
donc un entier, et sa valeur absolue est ^ 1 . Il en résulte 

|PaJ = A;r^*'|Pa,...PaJ-», 

et, d'après (22), 

(6,) l/(-*^)l = y-SA/*'|Pa,...PaJ-». 

Quand on aura substitué dans le second membre à Pj^^, . . ., P^^des 
limites supérieures déduites de la limite supérieure du module des 
racines aa, ..., a^ de o(^), on aura une formule qui pourra rem- 
placer (32), et conduira de la même manière à une inégalité analogue 
à (42)* Je vais donc m'occuper de celte dernière question. 

Or, puisque Ay >* o dans (1 •.» )? on a 

o = <p(aj) = A„a'/-^ A,aJ-« H-. ..-h Arf, 

Au|a','|^||A,a'/->|-4-...-H|A,/|. 

(*) On ne sait si ce numéruieur n'est pas aussi petit qu'on veut : 

(v/2 — 1)"= A'v'â -4-B\ 

où A' et B' sont entiers ordinaires positifs ou négatifs et fonctions de w, est, en effet, 
aussi petit qu'on veut quand n est assez grand. 

(') Sans quoi 5(x) aurait un diviseur commun avec P{x)\ f (x;, étant irréduc- 
tible, diviserait P(x), comme on sait ou comme on le voit facilement, et l'on au- 
rait Pa,= o, contrairement à l'hypoibèse ^ :?t o, t, suttisamment petit. 

M. 2 
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Soit A' le plus j;ran(l des modules des coefficients Aj, .. ., A^, a le 
module de a^, supposé >• i ; on a 



(a„- 


A' 

S — — 


7)' 


'' p-1 


-<o. 


A„<; 
f 


A' 

5 — 1 


t 


P <I-^ 


A' 



Ceci exige 

(7î) 

ce qui a encore lieu quand p ^ i . On en conclut que le module des 

\' 

racines a,, a-j, . . ., a,/ de Zi{x) est < i -r- t-» 

D'autre part, si a' est une limite supérieure du module des coef- 
ficients «0 5 «n •••5 ^8 ^^fi^)'! 

Ici j'introduirai le degré A* de p^^, k étant ou non ^rf — i, et une 
limite supérieure // de la valeur absolue de ses coefficients, en sorte 
que 



Si p' est une limite supérieure de | ay |, Ton peut prendre 

A' 

p'^^H- 

d 'après (72); on a 



p'^^<-T->'^'. 



\po^i I ^A( p'*-^. . .-+- i)S/>' ^V=n^ </>'p'*-^*. 

J'assujettirai de plus la quantité p' à la condition 

/ A' \ ^•-»-» 
(8,) p'z'k-^^=p'li^ — \ ^2^, Où A'èA'; 

\ Ao/ 



alors 



-.it-vff^if^)'*...*.] 



/,p'X-hl \ô-»-j 
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et, d'après (6a), 



(9i) \/(^)\> a'-^^-^^X-^'' ç-^^(^f-^^y 



= E-K 



Il ne reste qu'à raisonner comme on l'a fait sur (Sa); on a 

E-»<l/(5)lâM|A|, 
|/n = |?-^|>(MErS 

où M ne dépend que des aj et est limité en fonction de a'. On remar- 
quera d'ailleurs, d'après (83), que E croît avec 3, E"* décroît quand 
3 croît. De plus, a', Ao ne dépendent pas des coefficients de pg^^, 
ni de q. 

J'en conclus cette extension du théorème de Liouville, également 
fondamentale, et qui le comprend : 

Théorème I2. — Soit ; une quantité quelconque, 



<io,) I,= 



Q. 



des fractions réelles ou imaginaires, à dénominateur entier réel 
ordinaire, qui tendent vers la limite \ quand n croit indéfiniment, 
et dont une infinité sont distinctes; on suppose que le numéra- 
teur P„(a, ) est un polynôme à coefficients entiers ordinaires 
réels de degré kn formé avec une racine a, d^ une équation algé- 
brique irréductible à coefficients entiers 

o ( a, ) = Ao af -^ A, af-i -+-...-+- Arf = o ( A© > o ), 

par suite est algébrique. Soient encore p\^ une limite supérieure de 
la valeur absolue des coefficients de P„(a,), A^^ le plus petit 
nom.br e positif à la fois limite supérieure de la valeur absolue 
des coefficients A(, . . ., A</, et assujetti de plus à la condition 

i ne peut être racine d^ une équation algébrique à coefficients 
entiers réels tous au plus égaux à a' en valeur absolue et de 
degré 8 < a que si Con a, dès que n est assez grand, pour n quel- 
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conque, 



(II.) IÇ-I«l>)Ma«'-'AÎ"''»Qi» 



^±:ir] 



où M est limité supérieurement en fonction de a'. 

Remarque. — En tenant compte de (82), si /?^ 2 -h t- ) " <! ^Q,,, 

il faut prendre A]|^>> V. Dans ce cas on pourra, sans considérer la 
quantité .V^,, prendre y»),p'*'«'^* = 2Q,,, c'est-à-dire qu'il faut en tout 
cas, d'après (62) et (92), Tune des conditions 



i I 5- in I > lMa'^-« AÎ«''^Ql^^-»^^>)]-», 



Ce système, où Ton remplace par a, équivaut à la condition (1 I2) 
et pourra lui être substitué. 

Quand rf= i, on peut supposer Ao= i, et Ton retrouve le théo- 
rème de Liouville. 

On verra plus loin des applications de ce théorème ; je crois utile^ 
dès à présent, de montrer l'existence de suites analogues à (lo^) et 
dont la limite est un nombre transcendant. 

Je considère le nombre dont l'expression est 

où m,, m2, ..., /?irt, ... sont des entiers positifs ou négatifs < 6 en 
valeur absolue, et dont une infinité est ^o; 6 est un entier quel- 
conque, et <{/,, ^2j ' "•> '^in des entiers, avec 1 £<{/,^t{;2= • • •^^/ï= - - -, 

P 
i^n croissant indéfiniment avec n. Je prendrai pour 1,/= ^ la somme 

Xn 

des n premiers termes, et 

Si /W;,^< = mn+2=^' ' •== ni„^j_i = o, mn^^j^ o, m„^j étant le pre- 
mier des coefficients de $ qui ne s'annule pas après mn (on peut 
avoir y = 1), \n^j diffère évidemment de 1„. Alors Ç — I„^o, car 
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chaque terme de $ est plus grand en valeur absolue que la somme des 
suivants dès que n est assez grand, et de plus 

l'inégalité (Sa), où 8 a une valeur arbitraire donnée, cesse d'être 
satisfaite dès que n est assez grand, et, par suite, il est absurde d'ad- 
mettre que Ç est racine d'une équation algébrique quelconque. Donc 
ici l est transcendant. 

C'est là une application du théorème de Liouville. 

Je vais maintenant indiquer une application du théorème fonda- 
mental I2. Je prends la série 

U3j) Ç = mj a, 6-^1 -+-mi a} 6-+.+» -+-... -+-m„ a? 6-^1+1 •+»-+-..., 

où m„, ^„, b sont définis comme tout à l'heure, et a,, de module p, 
€st une racine d'une équation algébrique donnée arbitraire à coeffi- 
cients entiers. Le rapport d'un terme au précédent dans le deuxième 
membre, ces deux termes étant différents de zéro, a pour module 

•i^m^j^s = '''/i+2 = • • • = ^ti+j-i = o), qui tend vers o quand n croît 
indéfiniment : le second membre de Ç converge quel que soit a<. On 
va voir qu'il est absurde de supposer Ç racine d'une équation algé- 
brique à coefficients entiers déterminée, d'ailleurs quelconque, de 
<legré S a, où a est arbitraire. 

Je prendrai ici pour I,i(a,) la somme des n premiers termes de $ 

Q„ = 6+I+..-.K Pn(ai ) = c, a, -+- c,a} -h . . . -h c„a?, kn = n, 
{82 bis) a lieu pour AJ^= A' [formule (72)]; je poserai 

€t (i I2) deviendra 
où B, = AoB. 
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D'autre pari, je choisis n assez grand pour que R« soit plus petit 
que 6~'-. Alors 

6 — I„ ( a, ) = S^ = mn^xOL'{- > b-'W-'W^x -+-... r » ), 

Il faudra donc 
ou 

Or a, r/. M, ^', 6, B,, p sont ties qnanlitt'S positives déterminées; 
en désit^nanl par \ une quantité positive déterminée telle que N""*"* 
soit supérieur au premier membre, il faudra, a furtiori, 

On peut toujours prendre n assez grand pour que 

alors, rinégalité (Ma) ^era impossible dès que 

Si cette condition est remplie, ( i lo) ne peut avoir lieu, et ceci quel 
que soit le nombre aj, dès que n est assez grand; ; est alors transcen- 
dant. xMais (lOa) a lieu dès que n est assez grand, car, pour w^v, 
^«=2, et Al . . . 'i,,^2'*~^'^* qui est plus grand que n à partir d'une 
certaine valeur de n. Donc : 

Corollaire Ij. — Quel que soit le nombre algébrique a,, /e 
nombre $ défini par (i3j ) est transcendant. 

Il n'est pas inutile de déduire des formules (i 1 2) et (122) une iné- 
galité moins précise, mais qui s'appliquera quel que soit le poly- 



(') I S„ 1 = I m^^y I p''-^>(i -H £„^-)6-î'iVj-'i'ii+;, où e„^^ tend vers o quand n croit 
indéfiniment; les fractions I„(3, ) sont toutes distinctes à purtir d'une certaine valeur 
de /i, car | S„ I décroît constamment quand n croit. 
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nome çp(a, ), et qui perinetle d'affirmer que le nombre ç est transcen- 
dant. Il suffira pour cela que l'inégalité 

(i6,) l?-U(«i)l<[/>;QnBM-8« 

soit satisfaite pour une infinité de valeurs de /i, B„, 5„ étant des 
fonctions de n non décroissantes >- o, et dont la limite est -j- oo 
pour n = 00. 

Corollaire II2. — J^out étant posé comme dans l^ énoncé du 
théorème I2, si i^ inégalité (162)0 lieu pour une infinité de valeurs 
de n, l est transcendant. 

J'ajouterai qu*un théorème analogue au théorème I2 a encore lieu 
quand on prend pour a, dans les l„(ai), non plus un nombre algé- 
brique, mais un nombre transcendant quiconque déterminé. La diffi- 
culté dans l'application de cette dernière propriété commence quand 
on veut obtenir une formule analogue à (i I2). 

En elFet, on peut établir sommairement ce résultat comme il suit : 
d'après (22)» /(!«) '^ son module limité inférieurement en fonction 
de kn, p'n, Q/o 3t^ô, a\ et 

l/(in)lèF(X:„,/>;,Q„,a,a'). 

Soit 0,1 une fonction de n au plus égale à la plus petite des valeurs 
deF(kn^ p',i, Q/i, t^ u) quand /, u prennent toutes les valeurs posi- 
tives au plus égales à n. On a, a fortiori, 

l/(U)l^?n. 

D'autre part 

l/(ln)|l|AA|£M|A|. 

Soit encore y« une fonction de n plus grande que la plus grande 
des quantités M correspondant aux diverses équations irréducti- 
bles f{x) pour lesquelles | a^ | ^ /i, ^ ai : il faut 

Si I ç — \n\ décroît suffisamment vite quand n croît, cette condi- 
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tion ne sera plus satisfaite à partir d'une certaine valeur de /i, et Ç 
sera transcendant. 
Ainsi : 

Soit 

{ = /w, 5,6-'!'. -,-m,5î6-4'.4'.--...-+-/w„$?6-4'.+.-*» -+-..., 

avec /w,, Wj, . . ., m,t, . . . entiers < b en valeur absolue, h entier; 
^i étant un nombre transcendant donnée quand '\n croit suj^sam- 
ment vite avec n, Ç ne peut être algébrique ('). 

(*) Pour plus Je détails, voir Acta mathematica, t. XXIX, igoS, p. Sig-Sar 
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PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DES NOMBRES DE LIOUVILLE. 



D'après ce qu'on a vu précédemment, un nombre de Liouville est 
un nombre transcendant Ç qui est limite d'une suite 



^1 9n 



de fractions rationnelles à dénominateurs réels avec qn^\ = (]n'> 
limgr„= 00, de façon que, pour une infinité de valeurs de n au moins 
égales à v^ , 



(*i) h.«l = 



«-^ 



= t„Ç„*, 0<E„£l, 



9n 

pour toute valeur du nombre positifs (v^ fonction de a) : les numé- 
rateurs sont de la forme /-f-^ y/ — i, avec/, g entiers ^o. 

On peut encore dire que | r\n \ est de la forme g^JT^", où X„ est positif 
et ne reste pas limité pour toute valeur de n quand n croit indéfini- 
ment. 

Je suppose alors que je supprime dans la suite {a^) toutes les 
fractions — pour lesquelles Xy est inférieur à une des valeurs Xy_y^, 

avec j\ ^ 1 : si — est une fraction conservée, la première fraction ^^^' 

conservée après —' sera la première telle que X>,h.;,= \,; X/i ne restant 
pas limité pour toute valeur de n quand n croît indéfiniment, il y 
aura une infinité de fractions conservées. Soit 

(..) i.= ô;, ■•; I„=^, ••• 

la suite obtenue ; on a Q//+i ^ Qm lim Qn = oc, et, quel que soit n ^ v^, 

L'hypothèse £«>> o écarte le cas où Ç serait rationnel, car, si S est 
rationnel et == -—> dès que n est assez grand, B<<Q„, et, B< étant 
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A, 


P, 


|A,Q,-B,P„| 


B, 


B,Q„ 
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réel, 



est nul ou au moins égal à Q,,^. 

P 
Dans ces conditions, lorsque ; et 1;,= ^ sont réels (Ç positif), on 

Vn 

remarque que 1 t,„ | < ( aQ;))"* ; d'après le n" 8 du Chapitre I (p. 5), 
l„ est précisément une réduite de Ç; par conséquent, en négligeant 
au besoin un certain nombre, fini, des premiers termes de (ij) et ne 
conservant que les fractions I,, réelles, pourvu que la suite en con- 
tienne une infinité, on \oit qu'on peut faire en sorte qu'il n'y reste 
plus que des réduites de ;. Donc, en appelant réduites de Ç négatif 
les réduites de — ; affectées du signe — : 

Cne suite de Liouville qui contient une infinité de fractions 
réelles a /tour limite un nombre transcendant réel Ç de Liouville 
et contient une infinité de réduites de ;; on peut toujours sup- 
primer une partie de ses termes de façon quelle ne contienne plus 
que des réduites ( ^ ). 

(') Inversement, tout nombre transcendant réel de Liouville est la limite d'une 
suite de fractions réelles de Liouville. 

En efîet, soit \ un nombre triinscendant réel de Liouville : je suppose que la 
suite (I3) correspondante renferme une infinité de fractions imaginaires satisfaîsanl 
à (63); car, s'il n*}' en avait qu'un nombre fini, la propriété serait exacte d'après les 
définitions. Soient I„ une de ces fractions, I^ la quantité conjuguée obtenue en y chan> 
géant i = v' - i en — v^~"' ♦ on a 

I5-I,I = «„Q;», o<.„<i. 

Or, si P„= a„-i- à„i, 

I„= P„07'= (a„^-6„/)Q;,-', 



d'où, a fortiori, 



iç-,„,==il2-r,|>i^=.jQ- 



!5-,T^- = ;„Qn', <;„<«„<. 



Ou voit donc que l'on peut substituer dans (i^) aux I„ imaginaires les fractions 
correspondantes J„= a„Q~' formées de la partie réelle des I„ sans changer les pro- 
priétés de la suite. Donc : 

Quand ; est réel, on peut toujours supposer les fractions de la suite (13), a for- 
tiori de (13), réelles. 
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La suite (13) trouvée ci-dessus est telle que, si | yj,, | = Q;"^", 
\i^i = \i', il en résulte que, dès que /i^v», (23) a lieu. Je considérerai 
plus généralement dans ce qui suit le nombre S de Liouville comme 
limite d'une suite 

/.' \ f — ^^ I _ '^'ï 

avec Q//4.i^Q/i, limQ„ = ao, et satisfaisant à (23), sans que pour cela 
on ait forcément X,/ 4.1 ^ X/, ; si I„ est réel, ce sera encore une réduite 
de ;, dès que n dépasse une certaine limite. 
Soit maintenant une suite analogue à (i',) 

P', P' 

(3,) ^''^Q\' "' '"""q!' 

ayant pour limite un nombre Ç' tel que 






\ Q« = Q« , 



a pouvant être encore pris aussi grand qu'on veut dès que n dépasse 
une certaine limite fonction de a. De plus, la quantité /?aviViVe <J/^, 
entière ou non, reste comprise entre des limites supérieures et infé- 
rieures >> o et déterminées pour le nombre S', quand n varie. 
D'après o <C s^, Ç' est encore un nombre transcendant de Liouville, 
et, si I^ est réel, c'est une réduite de ^'. 

Au nombre transcendant ; on peut ainsi faire correspondre un en- 
semble H de nombres transcendants S', qui comprend $ : cet ensemble 
sera dit, par définition, Vensemble des nombres transcendants cor- 
respondant à S; les fractions I„ et I)^ seront dites correspon- 
dantes (*). 

(*) Je donae plus loin (p. 37 et suivacles) des exemples de pareils ensembles. On 
suppose ici que Ton ail toujours e„, e^ ^ o. Si e^ élail nul pour une valeur de n, \' 
serait rationnel; à partir d'une certaine valeur de n, on aurait g), = o; je ne com- 
prends pas dans H un pareil nombre \'. 

On verra plus loin (Cbap. VII et I\) qu'il y a d'autres nombres transcendants que 
ceux de Liouville; ainsi e, qui est transcendant, n'est pas un nombre de Liouville. 

Je me borne ici aux suites (i,) ou (a^) dans lesquelles les numérateurs sont des 
nombres entiers réels ou imaginaires, les dénominateurs des nombres entiers réels; 
je laisse de côté le cas où p^^ P„ seraient des polynômes formt^ avec un nombre 
algébrique. Toutefois, dans ce cas, on peut adopter une définition identique de 
nombres correspondants. On voit sans peine, à l'aide des mêmes procédés, que ces 
nombres se reproduisent par addition, soustraction et multiplication, ou donnent 
des nombres rationnels. 
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Soit i" un nombre de Tensemble H diflérent de Ç et Ç' et limite de 
la suite 

p- p- 

(5.) ^"'^W '"' '""ôf' 

analogue à (33); 

' |r;j = ir-i;i = e;;Q:r*, o<t;<i. 

Je considère l'ensemble H' des nombres transcendants correspon- 
dant à ;'; d'après (4,), Q;,'-= Q«, et S appartient à H'; d'après (6,), 

Q;^ = Q;- = Q;/», et S" appartient à H'. L'ensemble H' contient 
chacun des nombres de l'ensemble H. En vertu du même raisonne- 
ment, l'ensemble H contient chacun des nombres de l'ensemble H' : 
H' et H coïncident. 

L'ensemble H correspondant à Ç est aussi l'ensemble qui cor- 
respond à un quelconque des nombres de H, nombres qui sont 
tous transcendants. 

Les quatre opérations fondamentales de l'Arithmétique effec- 
tuées sur les nombres de H. 



9 9 

{Pi p' positifs, négatifs ou imaginaires); on a 



Soit le nombre $, = ^$-|-^, où p^ 7, p'^ q' sont des entiers 



Pi , P' ^ P9'^n — p'qQn Pn 

9 9 99 Q// 9n 

9n=99'Q.n=QÎ}r, limT„ = i pour « = », 



;n= 



9^^ 9' U "%7l"T "^" ' 



pour des valeurs suffisamment grandes de /i, a pouvant être pris 
aussi grand qu'on veut, aia"^ peut être pris aussi voisin qu'on veut 
de I. 

On a donc simultanément, à partir d'une certaine valeur de /i, 
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si 2^ = a, 

donc le nombre Ç| appartient à H. 

L'ensemble H contient tous les nombres S qui s'expriment en 
fonction linéaire rationnelle de $. 

Je dirai dans ce cas que les nombres ç et \^ ne sont pas des 
nombres transcendants réellement distincts (sous-entendu : dans 
C ensemble H). 

Je vais m'occuper maintenant de Teffet des opérations fondamen- 
tales de TArithmétique sur les nombres de H, addition, soustraction, 
multiplication, division. 

Addition, — Si l'addition de deux nombres transcendants donne 
un nombre rationnel, 

il n'est pas réellement distinct de ç. 

Je prends les deux nombres transcendants ç et ;' : 

;>= g ^ ;-= lim^;,-^ I,) = lim ^"Q"^,^^'Q" pour n = x. 

Soit 

d'après (2.,) et (43), 



>. Pn 



= l/nQ«*^-/«Q;r»| avec 5„=|/„|, 6'„=|/;i; 

(-3) î« = Q»Q;, = Q;r'", 

« «g. 

T« reste limité supérieurement et inférieurement; donc on peut, a, 
étant choisi arbitrairement et positif, prendre n et a assez grands 
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pour qu'on ait, à partir d'une certaine valeur de /i, 

(8s) 






Çn : 2 

c'est-à-dire que, d'après (73) et (83), $2 fait partie de H. 

Ce raisonnement suppose toutefois : 

1° p„:^o; si pn=o pour une infinité de valeurs de /i, ç, = 
el$=-Ç'. 

^o ç^ — Ea^Q'^ si cette quantité est nulle pour une valeur de /i, 

Ç H- Ç' est une fraction rationnelle : c'est le cas signalé tout à l'heure. 
Finalement : 

La somme de deux nombres de H est un nombre transcendant 
rfc H ou une fraction rationnelle : ce dernier cas ne peut avoir 
lieu que si les deux nombres ne sont pas réellement distincts. 

Soustraction, — Les deux nombres S' et — ^\ font simultanément 
partie de H; Ç' — Ç'^ = Ç'-|-( — Ç, ) est la somme de deux nombres 
de H. Donc : 

Aa différence de deux nombres de H est un nombre transcen- 
dont de H ou un nombre rationnel : ce dernier cas ne peut avoir 
lieu que si les nombres ne sont pas réellement distincts. 



Multiplication. — D'abord on a vu, - étant rationnel, que 
Ci = Ç - appartient à H. 



K' = 'rt l'rt -^"^in l'/i H-*»i/* ï/i ■+- ""Q/t ■'i'/f 

Soient 

(93) Pn = PnP'n, qn = QnQ'„ = Qî,^»; 

\n et I^ diffèrent aussi peu qu'on veut de S, i' quand n est assez grand, 
et 

qn 
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Or 

Q;|i;rN = 3Q*'=39p"", Q;f|i;iM = Qr''|i;;M = 3Qr''=3yJr^, 

<Ju reste limité supérieurement et inférieurement; quand /? et a sont 
assez grands, a, a"', a^a"*, aja"* sont aussi voisins qu'on veut de i. 
Par conséquent, a4 étant choisi arbitrairement et positif, on peut 
prendre /i et a assez grands pour que, à partir d'une certaine valeur 
de /i. 

Qî|i;rM>3y^ Qn"|i;ïM>37^ Q;Q;f>3y^ 
d'où 



(lo,) 



qn 






Les égalités (93) et (10,) montrent que ;;' fait partie de H, sauf 
une restriction comme à propos de l'addition : p,i n'est pas nul: mais 

il peut se faire que SS' — — le soit, c'est-à-dire que Ç'= -^. Finale- 
ment : 

Le produit de deux nombres de H esl un nombre transcendant 
de H ou un nombre rationnel. 

Division. — On peut opérer à peu près comme pour la multipli- 
cation en considérant le produit ç~* ;'. Mais il suffira de prouver 
que, Ç étant un nombre transcendant quelconque de H, S~* appartient 
à H. 

5~' est la limite de la suite 

(113) IT^ ••, I«S •• 

d'abord, pour n assez grand, 

ï« = î(i-+-6), I;;» = {-'(i-Ke'), 
lime, lime'= o, pour /i == 00. 

(lij) |F«| = 3/,Qn= Q;,s 
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Pn voisin de |S|, limTi = i pour n = oo. 
où y,, est voisin de ;"^. 

|-r,„Y»| = 6„|Y«IQ«*=6„Qn"'=»«|P»| ^S 

avec -^ — aussi voisin qu'on veut de i quand n est assez grand. On 
pourra toujours, a2 étant choisi arbitrairement et positif, prendre n 
et a assez <^rands pour que 

iPnr«<iPnrs 

et 

(13,) l$-»-inM = s;|P«|-«s o<e;<i. 

Quand I„ est réel, (123) et (iSj) montrent que Ç""* appartient à H. 
()uand I«, et par suite P„, sont imaginaires, si t3„ est la quantité con- 
juguée de P/,, 

On _ Qn^n _ , 
Pn ~ |Pn|' " "' 

et ;"* appartient aussi à H. ;~* est forcément transcendant si Ç l'est. 

l étant un nombre transcendant fie H, /'/ en est de même de Ç~*, 
qui est transcendant. 

On peut résumer les résultats qui précèdent dans Ténoncé sui- 
vant : 

Thkorème I3. — Quand on soumet les nombres de l'ensemble H 
aux quatre opérations fondamentales de l'Arithmétique, addi- 
tion, soustraction, multiplication, division, on n'obtient que des 
nombres de H qui sont transcendants, ou des nombres ration- 
nels (* ). 



(') Voici une conséquence intéressante : soit ^ uo nombre aii;ébriquey \ un 
nombre transcendant de H ; ^; ne peut être ni rationnel ni algébrique, sans quoi \ 
serait algébrique; ^\ est donc transcendant. S'il appartenait à H, H donnerait par 
l'opération ?Ç.Ç~^ le nombre algébrique ?, qui devrait alors être rationnel. Donc, U 
y a des nombres transcendants qui ne sont pas contenus dans H, à savoir le pro- 
duit de chaque nombre de H par un nombre algébrique quelconque non rationnel. 
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On peut remarquer que, S étant donné, les nombres rationnels 
sont compris parmi les nombres Ç' définis par (Sa) et (4s )» quand on 

suppose que e'^ puisse s'annuler dans (43)- Soit en effet N = - un 

P 
nombre rationnel : n étant suffisamment grand, si I„= q^> on a 

OÙ lim "Zn = I pour /i = 00 ; de plus. 

Les conditions (43)) avec t'„= o, sont satisfaites pour - • 

Soit alors H| l'ensemble formé des nombres de H et des nombres 
rationnels, dont l'ensemble est R, ce que j'indiquerai symbolique- 
ment par 

Hi = H-+-R. 

D'après ce qui précède : 

Corollaire. — Toute fonction rationnelle à coefficients ration- 
nels des nombres de Hi appartient à H<. De même pour toute 
fonction rationnelle des nombres de H| dont les coefficients sont 
formés rationnellement avec des nombres de H< (* ). 

On peut encore exprimer cette propriété en disant, par défini- 
tion, que V ensemble H| forme un groupe par rapport aux quatre 
opérations fondamentales de l^ arithmétique. 

Extensions des idées précédentes. — Les théories précédentes 
sont susceptibles de diverses extensions. 

Je n'ai assujetti la quantité a qu'à cette condition de pouvoir 
prendre une valeur fixe arbitrairement choisie dès que n dépasse 



(*) C'est là une propriété toute semblable à une propriété connue des nombres 
formés rationnellement arec une racine d'une équation algébrique k coefficients ra- 
tionnels. Aussi peut-on dire que les nombres de H, sont des nombres rationnels 
par rapport à l'ensemble H,, ou, pour abréger, des nombres rationnels dans Hj; 
un nombre racine d'une équation algébrique à coefficients rationnels dans Hi pourra 
être dit un nombre algébrique dans Hj ou par rapport à Hj. 

M. 3 
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une cerlaine limite r. On pourra parfois assigner à a un caractère 
plus précis. 

Je spécifie par exemple dans (23) et (43) que, au moins à partir 
d'une certaine \aleur de /i, pour chaque nombre $, ;', . . ., 

(143) l';«| = Qn^% 3n>a9„, 

où o„ est une fonction croissante déterminée de n, la même pour tous 
les nombres transcendants considérés, a ajant une valeur fixe, ^ o, 
et indépendante de n, qui peut varier d'un des nombres à Tautre. 

Les nombres 3C|, ai, aj, qui interviennent dans (6j bis)^ (83), (103) 
et (133) respectivement, peu\ent être choisis de la forme A-,3«, où 
A* >► o est limité supérieurement et inférieurement, et satisfont alors 
à la condition (143)- P^i* conséquent : 

L'ensemble Hj formé des nombres de H| qui satisfont à la 
condition (143) ^^ des nombres rationnels forme un groupe par 
rapport aux quatre opérations fondamentales de l'arithmé- 
tique ; ce groupe est contenu dans H|. 

Propriétés des dénominateurs Q« de la suite ( 1 i ). — L'existence 
des conditions (23), (43)? (^43) entraîne pour les dénominateurs de 
la suite (13) des conditions très restrictives : 

Cas rf^ (23) e/ (4s). — Je prends dans la suite (i ,) deux fractions 
consécutives qui ne sont pas égales, I^, Ia^i : on a 

5 = In -^fnQn* = I»-l -+-/«-! Q^^n l/i. I = 6|., 

£»Q«* -^ E«^iQ«*i Un- K^t I è(Qi.Qi.^i)-N 
ou, puisque Q;,+,^Q;„ 



Par conséquent, a pouvant être pris aussi grand qu'on veut dès 
que n est assez grand, Qw+i doit surpasser toute puissance fixée a 
priori de Q„, quand n est assez grand. 

J'ai supposé toutefois I„ pr I„^,. Soit I» = Ij,^, ; s'il y a un seul Ç' 
des nombres correspondant à i et pour lequel les deux (raclions 
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correspondantes I^, et 1^^, ne soient pas égales, on aura 



QUi > i ^r\ 



ou, d'après (43)? 

A partir d^me certaine valeur de /i, <j,i reste compris entre des li- 
mites supérieures et inférieures déterminées /| et /a, avec /| >• l^^, et 



(163) 



,,r-,UlUl-^, Q„^,> (J)''*QÎ,''"'^*-»^ 



A partir d'une certaine valeur de /i, ^n^s doit encore surpasser 
toute puissance fixée a priori de Qn. 

Si les fractions I^ et I^,^, sont égales pour tous les nombres Ç, Ç', ... 
de H, on peut évidemment supprimer Tune d'elles dans chaque suite 
(I3) et (Sa). Finalement : 

Diaprés les conditions (23) et (43) on peut toujours supposer 
que la suite (13) soit telle que, pour toute valeur fixe arbitraire 
de a', on a, à partir (Vune certaine valeur v^ de /i, 

(173) Qn^i>Q;'(M- 

La valeur v^ pourra évidemment varier avec celui des nombres 
transcendants $, ç', ... considérés. 

Cas de (23), (43) et (143)- — ('43) ay^int lieu, (lo^) devient 

avec ai analogue à /i et ^-- (16^) est remplacé par une inégalité ana- 
logue. Finalement : 



(M Si la suite (i^), qui a pour limiie un nombre transcendant ; satisfaisant à (2;,), 
ne remplit pas cette condition, elle doit au moins renfermer une infinité de paires 
de fractions I„, l^^^ consécutives inégales, et dont, par suite, les dénominateurs satis- 
font à (i7j). On peut faire une remarque correspondante pour (183). 
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D'après les conditions {i^)^ {^^) et {i^^) on peut toujours sup- 
poser que la suite (13) soit telle que^ à partir d^une certaine va- 
leur Vs de n^ 

(181) Qn-^l>Q?;'" 

(a' analogue à a et pouvant varier d^un nombre transcendant à 
C autre de l'ensemble Ha). 

Remarque. — On peut encore considérer les nombres de Liou- 
viile tels que, dans (23) et (43)1 à partir d'une certaine valeur de /i, 

gn^ g\^^ ç,i étant des fonctions de la forme /i^'^^+O où rt est un nombre 
positif, nul ou négatif indépendant de /i, qui peut différer pour les 
fonctions gn^^ g'^i ?«, et lim îÇ/i = o pour n = co. Les nombres a< , a2, a4 
peuvent encore être choisis dans les mêmes équations précitées de 
façon à satisfaire à (193). Donc : 

U ensemble H3 formé des nombres rationnels et des nombres 
transcendants de Liouville satisfaisant à la condition (ig^) forme 
un groupe par rapport aux quatre opérations fondamentales de 
r arithmétique. 

EnBn, en raisonnant comme à propos de (lOs), on a ici, en admet- 
tant que |7i„ I ne croît jamais quand n croît : 

(20,) 5 - I„ = 7i„ =/„Q^|'iS |/« I = 1, 

d'autre part, Ç étant un nombre transcendant de Liouville, d'après (23), 

d'où 

QJi<Q^rih QniQÎ-fr*"; 

donc 

Q'nir' ^ î^ Qn < Qî èQîM-*"* ; 

Â„gn étant évidemment positif, il faut 
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c'esl-à-dire 

X„ lendant vers o quand/} croît indéfiniment. Alors 

a 

Ceci, bien entendu, suppose l„ ^ I/z+i. 

Je donne plus loin (p. 4o, Remarque III) un exemple d'ensemble 
ou groupe H3. Ces ensembles H3 joueront un rôle important dans le 
Chapitre V; on les retrouvera au Chapitre X. 

Exemples de groupes H,, Ho, H3. — Avant d'aller plus loin, je 
crois utile de donner un exemple de groupe H|, H2 et H3. 

Soit Y„ un entier fonction croissante de /?, 6 un entier, N un nombre 
représenté dans le système de numération de base 6, dont le vj^"* chiffre 
significatif à droite de la virgule est ^o, quel que soit n, et est suivi 
d'au moins y«(X;, — i) zéros, \n croissant constamment et indéfini- 
ment avec n. On a, en posant 

(223) Kn 

\ N = I„H-tf„6-Yn>.= I„H-e„Q-^«, o<e„<i. 

La suite (i3)qui correspond à N satisfait à (23), et N est un nombre 
transcendant de Liouville, si N a une infinité de chiffres significa- 
tifs yé O, ce que je suppose. Ici 

On obtient une infinité (*) de nombres N en prenant y,,^! ây/i A«-i-/^ 
avec h entier >► i, et donnant aux chiffres significatifs qui suivent le 
(Y/i^*/î)""* jusqu'au yjj'^j^ exclusivement les valeurs o, 1, ..., b — 1. 
Les nombres N ainsi définis sont des nombres correspondants, avec 
Q^ = Q« et (Trt = I ; avec tous leurs correspondants et les nombres 



( *) L'ensemble de ces nombres (au sens de M. Cantor) a la puissance du continu. 
D'après une remarque [note(*)] de la page 32, il existe, en dehors de ces nombres, 
d'autres nombres transcendants dont l'ensemble a la puissance du continu. 
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rationnels, ils forment un groupe H| donnant lieu aux relation? (23) 
et (43); si même ils satisfont à A« >açii. ils forment un groupe H2 
donnant lieu aux relations (23), (43) et (143)- 

Pour fixer mieux les idées, je prends pour n assez grand 

-f„^, = i^Y^ (yo entier), X„ = /i^ k entier. 
On a 

dès que n est assez grand; on obtient alors un groupe Hj. On ob- 
tiendra encore un groupe Hj en spécifiant en outre, par exemple, 
que le {^nXi-\- 1)''°' chiffre significatif à droite de Va virgule est ^z^o; 
si Na est le nombre considéré, 

avec 

le logarithme étant choisi dans le système de base b. 
On pourra prendre 

(243) ^n = nf^. an=^ 7 ^ =!-+-£, 

7// '** 
€ tendant vers o quand n croit indéfiniment. 

Remarque /. — Les nombres N sont ici tels qu'on peut leur faire 
correspondre une suite (I3) ou (33), où les Q,^ sont tous des puis- 
sances de b. Mais rien ne prouve que tous leurs correspondants aient 
la même propriété. Toutefois, d'après ce qu'on a vu à propos de l'ad- 
dition, la soustraction et la multiplication des nombres de H,, les Q« 
ayant tous même valeur pour les nombres iN, on voit que ces trois 
opérations effectuées sur les nombres N donnent naissance à des 
nombres N' définis par des suites analogues à (33) et où les dénomi- 
nateurs Q), sont des puissances de b : 
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logQ), étant entier et pris dans le système de base b. Par conséquent : 

Par addition, soustraction et multiplication les nombres N 
donnent des nombres ayant une forme analogue à celle des 
nombres N, c^ est-à-dire qui présentent à droite de la virgule 
après le (logQ,^,)*^"* chiffre significatif une suite de zéros dont 
détendue croit avec n {*). 

Remarque IL — En faisant varier k dans (243), on obtient des 
nombres Na différents pour chaque valeur de k quand le 

chifl^re significatif est ^ o, tous les précédents jusqu'au yJJ"* étant 
nuls. On en déduit une suite de groupes analogues à Ha, que je dé- 
signe par H!^*\ Hlj*^ . . ., H!^*^, . . ., et Ton pourra se poser la question, 
que je n'élucide pas, de savoir si ces groupes sont distincts. 

Je me contenterai ici d'observer ce qui suit au sujet des groupes 
H^*' : I® la somme ou la diff'érence S de deux nombres Na corres- 
pondant à une valeur de k peut ne pas être un nombre Na, car le 
^lème chiffre significatif à droite de la virgule peut être nul dans S : 
mais S possédera à droite du yJJ"* chiff're significatif au moins 
Y/ïC'^* — i)— I zéros; 2° le produit II de X nombres Na possédera à 
droite du (Xy/,)'*"® chifi're significatif au moins ^«(/i* — X) — m\ zé- 
ros, où m\ est limité en fonction de X et des nombres Na considérés : 
on le voit facilement pour X = 2, 3, . . . à l'aide des formules (93) et 
suivantes. 

Soit La l'ensemble des nombres transcendants déduits des Na par 
addition, soustraction et multiplication : NA_y possède à droite du 
Y^^^chiff're significatif, qui est ^o, Y/i(/i*"'' — i) zéros, et n'en a pas 
davantage, à droite du (XY/i)'*™®chlfl're significatif, au plus y^ (/i*~'' — X) 
zéros, nombre qui est plus petit que *f,i{n^ — X) — mx, dès que n est 
assez grand. Il en résulte que Na»; n'est pas contenu dans La. Fina- 
lement, on arrive à cet énoncé : 



(•) A.U besoin, pour plus de clarté, comparer avec ce qui est dit Chapitre VII à 
propos des fractions quasi-périodiques, en remarquant que, dans I^ = P„Q«*, Q„ est 
«ne puissance de b. 
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Soie Na (A: entier donné) un quelconque des nombres transcen- 
danls qui, dans le système de numération de base b entière 
donnée, ont, à partir d^une certaine valeur de n : 

1° Leur y^'"* chiffre significatif à droite de la virgule y^o^ 
avec Y„^.i = 2"Y„ (yo entier)) 

2° Une suite de zéros comme chiffres significatifs à droite 
du Y^f*"*, jusqu'au (Y/i/î*-h i)'^'"^, qui est y6 o. 

Soit encore \^k l^ groupe des nombres déduit des nombres Nit 
par addition, soustraction et multiplication. Aucun des groupes 
Li, La, . . . , La, .,, ne contient un quelconque des groupes précé- 
dents. Ces groupes, formés exclusivement de nombres rationnels 
ou de nombres transcendants présentant des suites de zéros de 
plus en plus longues au fur et à mesure qu^on s^éloigne à droite 
de la virgule, sont tous distincts. 

Remarque III , — On obtient un ensemble Hs (p. 36) en partant 
des nombres 

où /w„^o, positif ou négatif, \mn\ entier limité, b entier ^a^ 
k entier > o, et posant 

n 

1 

Qn = b^"'^\ Q„^, = Ql?-^'»' = ^î^"-^"»'!* ; 
on a 

OÙ [ji„ est fini y^ o, et 

l5-P/iQnM = f^nQnii = Q«iV'''^ (Hme;,= o pour n = «). 

Sur le développement en fractions continues des puissances 
d' irrationnelles, — D'après ce qu'on a vu précédemment, si 5 et Ç' 
sont deux nombres transcendants correspondants, I„, I^ deux frac- 
tions correspondantes des développements (T,) et (Ss), on peut 
définir 5 ± Ç', çÇ', \^~^ comme limites des suites de quantités I^dz \!,^y 
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I„r,,, Ifi^'n* corrélatives. Si, en particulier, Ç, $' et les !«, I,, sont réels, 
on voit que I„ ± I^,, ln^'„i ^n^f7* ^^^^ ^^^ réduites du développement 
en fraction continue de ^ lii Ç', $$', $ç'~S d'après la propriété n** 8 du 
Chapitre I. C'est évidemment là une propriété tout à fait remar- 
quable des nombres réels de Liouville qui sont toujours, comme on 
l'a vu, limites de suites de fractions l„ réelles (*). Elle peut d'ailleurs 
servir à les caractériser, comme on va le voir. On remarquera, dès à 
présent, que 5^, où p est, entier, aura, dans la suite (83) qui lui cor- 

respond, une infinité de fractions — ? = — ^, c'est-à-dire de fractions 

rationnelles qui sont des puissances/)"'"®* exactes. 



Je considère, en général, une irrationnelle I dont I;, = 7-^ est une 



m„ 
onneiie 1 uoni i/i = 

réduite d'ordre n; d'après (i3) (p. 8) 

[2y J(a„^iH- 1)]-* < (îXnX/i+i )-* < I ^ - I/i I 



On aura, p étant un entier quelconque, 

(26,) j <|i-i,||i/-i-f-iA'-M„-h...-+-irM 

où \pj V restent limités, quel que soit /i, pour toute valeur donnée 

de p. Or, pour que IJ soit une réduite de iP, si ^ est cette réduite, 

X* 



ai 



il faut 

(2x*xit+i)-*< 1 1''- ï«i< (xitxWi)-s x*= x«> 

d'où 

(271) x;,[2xi(a/,-Hi -h I)]-» < x;,i I - In |< (x'^xWi ) -' < Xk' = xn*'', 
(28,) (^x'^xWi r* < >^pM - 1« l< >^/>««ii X/i* ' 

(29») X;,xA''<2xî(an-MH-i), |I-I«|<(X;,x?.'')"'- 

On déduit d'abord de là 
(3oj) a„+i > x',jA»-î)U-Ta«) (iimT)«= o pour n = 00). 



(*) Je ne m'occupe pas ici de l'exlension au cas où Ç est imaginaire : c'est là un 
intéressant sujet d'éludés. 



42 CHAPITRE III. 

Or, en général, 

X/+Î ^ XM -♦- X' > ^ y.h • . . X'+«> > ^ Xi î 

par suite, 

Xv+i>^^Xi' Xv>^Xoi 

c'est-à-dire 

Xv-Hi>Xîy>^-'Xo = 'ï^ 
et 

n — 1. n— 1 

(3l,) Xn>^~X0^^~ 

quel que soit /i ^ i . D'après (3o3 ), 

Quand /? est donné, ceci ne peut avoir lieu pour une infinité de 
valeurs de n que si 1 a son développement en fraction continue 
ordinaire d'ordre au moins égal à (i, i), d'après les définitions du 
Chapitre I, n° 10; mais il faut de plus que la deuxième inégalité (293) 
ait lieu, ce qui, d'après le théorème de Liouville (Chapitre II), n'est 
pas le cas pour les nombres algébriques de degré << 2p. Enfin, s'il y 
a une infinité de valeurs de p telles que, pour chacune d'elles, 
(293) ait lieu pour une infinité de valeurs de /i, d'après (i,) et (23), 
I satisfait aux conditions qui définissent les nombres transcendants 
de Liouville. 

Réciproquement, quand I est un nombre transcendant réel de 
Liouville, il est tel que la suite (i,) correspondante renferme une 
infinité de fractions rationnelles réelles distinctes (*)!„ = ^nXn* > ^^ ^ 

(323) |I-Inl=^nXÛ*. 0<e„<I 

(a arbitraire), pour toute valeur de n plus grande que v telle que I„ 
soit réel. D'après le n" 8 du Chapitre I, 1;, est réduite de 1; d'après 
(263), on a, pour p entier arbitraire, 

_a 

1 1"- K\ < X;,| I - 1„ |< Xpî„(xS) ''< e'„(xS)-«', 

( ' ) °«X»* ^st ici la fraction irréductible égale à I„ : (323) résulte a fortiori de (a,). 
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OÙ £',, et a'= ~ sont analogues à e„ et a, dès que n est assez grand 

et I„ réel. D'après le n** 8 du Chapitre I, IJ est une réduite de 1. 
Par conséquent (*) : 

Théorème II3. — Soient I une irrationnelle réelle, !« une de ses 
réduites y d'ordre n, P/iQ~' : 

1 " Si, pour une infinité de valeurs de n et une valeur donnée 
de Rentier /), \^ est une réduite de I^, pour ces valeurs de n 

OÙ \kp est limité supérieurement quelque soit n\ en même temps 
le quotient incomplet a,i^i du développement en fraction continue 
de I est tel que 

(3i, bis) a„^.i> Q;j/'-«H»-^»)> 9/«-ï't/>-i)(i-tiJ (limTjn= o pour n = oc). 

I ne peut être une irrationnelle algébrique de degré < ip. 
Réciproquement, si 

pour une valeur de t fixe positive et une infinité de valeurs n^ 
de /i, lî, est réduite de V quand r^p (-). 



(*) De même, si le développement en fraclion continue d'une irrationnelle réelle I 
possède une infmité de quotients incomplets a^^, satisfaisant à une inégalité ana- 
logue à (So^) 

a„^,> Qî[ {q positif, entier ou non), 
on a 

|i''"i:i<^a^iQ;r'<^Qr '=^(Q;) ^ , 

d'après (26,), et IJ sera réduite de I, d'après le n» 8 du Chapitre I, quand 

7 -h a > a/? 
ou 

q> 2/?— 2. 

On conclura plus loin de (3i, 6<s), au Chapitre VI, p. 128, que, si I^ est une 
réduite de e, V ne peut être réduite de cp (p entier 2 2). 

(-) Car Ilf-IS |<X^a-4..Q-«<X^Q;«'-- d'après (263). 
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2** S'il y a une infinité de valeurs de p telles que, pour chacune 
déciles, lisait une réduite de Ip pour une infinité de valeurs de /i, 
I est un nombre transcendant de Liouville, 

Réciproquement, quand I est un nombre transcendant réel de 
Liouville, il y a, quel que soit rentier p^ une infinité de /valeurs 
de n telles que I^ soit réduite de Ip quand I« est une réduite de I. 

Le développement en fraction continue d'un nombre de Liou- 
ville renferme une infinité de quotients incomplets satisfaisant 
à (3i8 bis), oup est arbitraire. 

On voit ainsi que les nombres de Liouville réels sont des êtres 
arithmétiques particulièrement remarquables. Ce sont les seuls 
nombres jouissant de la propriété que Ton vient de trouver : elle 
pourrait donc servir à les définir. Parmi les réduites de leurs puis- 
sances//'^"", il y en a une infinité qui sont des puissances /?'*"" quel 
que soit l'entier p. 

Ceci amène à examiner la question suivante : Qu'est-ce que la 
racine ^»^™« d'un nombre de Liouville réel? C'est évidemment un 
nombre transcendant; mais est-ce un nombre de Liouville? 

Soit un nombre de Liouville réel qui renferme parmi ses réduites 
une infinité de puissances ^'♦•"" : je le désignerai par I/», et soit 
I,^ une de ses réduites puissance />'«"»« exacte, avec I,i= ^nyj/ • On a, 
pour une infinité de valeurs de /i, 

|lP-IJ| = 6„x^''* (o<e«<i) 
et, en raisonnant comme dans (263), 

X;,|I-I,|<|I/'-lS| = e,X«''*- 

Donc I est un nombre de Liouville. 

Inversement, d'après ce qu'on a vu au théorème précédent, si 1 est 
un nombre réel de Liouville, Ip est un nombre correspondant de I et 
renferme parmi ses réduites une infinité de puissances /)'*^"". Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour que la racine />'<?«^ 
d'un nombre N de Liouville réel soit un nombre de Liouville est 
que ce nombre N renferme, parmi ses réduites, une infinité de 
puissances />'<?'»«^ exactes. 
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Il résulte de là que, si le nombre de Llouville réel I ne renferme 

pas parmi ses réduites une infinité de puissances ^»«™«^ exactes, I^, qui 
est transcendant, n'est pas un nombre de Liouville. 

Dès lors, on est immédiatement conduit à faire, entre la théorie de 
l'ensemble E des nombres rationnels et celle de l'ensemble H| formé 
des nombres de Liouville correspondants et des nombres rationnels, 
un nouveau rapprochement, en dehors de celui qui a été fait précé- 
demment (note I, p. 33). 

Les quatre opérations fondamentales de l'Arithmétique, exécutées 
sur chaque ensemble, donnent un nombre de l'ensemble; de plus, la 
racine ^»*™<^ d'un nombre réel de chaque ensemble n'appartient à 
l'ensemble que sous des conditions similaires; on sait, dans E et H|, 
définir le carré parfait, le cube parfait, . . . , la puissance ^**"« exacte 
pour les nombres réels. Si l'on pouvait caractériser le nombre entier 
réel dans l'ensemble H|, on arriverait probablement à pouvoir édifier 
avec les nombres de Liouville une arithmétique analogue à l'arithmé- 
tique ordinaire, et même une théorie des nombres qui dépendent 
algébriquement de ceux de H,, comme on l'a fait pour les nombres 
algébriques ordinaires (Kummer, Dedekind, etc.) (*). 



(') Ce qui précède montre l'existence d*un ensemble K de nombres, distinct de M ^^ 
comprenant H,, et formé des nombres racines des équations algébriques dont les 
coefficients sont des fonctions rationnelles à coefficients rationnels des nombres H^ : 
K est à H ce que l'ensemble des nombres algébriques ordinaires est à E. K est 

1^ 
distinct de Hp car \P en fait partie : de même, si ^ est un nombre algébrique quel- 
conque, ^\ fait partie de K. Comparer notes (i), p. 3a et 33. 

D'autre part, soit \^\^-{- i\\ un nombre imaginaire de Liouville défini par une 
suite (li), 

i-=^ = '..-H*.c q;"'"' é"'" '^V'^^- 

On a 
d*où, a fortiori, 

|Ç.-'.l = i:»Q;r', o <;,<«. s., 

lï',-i.l = îiQ.-. o s ;:<..$., o<ç.+ ç|.. 
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Il ne sera pas inutile à ce propos de donner un exemple de nombres 
transcendants de Liouville qui ne soit puissance d^aucun nombre 
transcendant de même nature. Je prends le nombre 

I = A -+■ y^ Cn y"*"' (A entier, Cn entier), 

où q est un nombre premier, et o ^ c» < q. Ici, on peut prendre 

n 
1 

Q„=y»'", Pn=Cn'^iiq (fx entier), 
P„ et Qn sont premiers entre eux. 

avec 



Il en résulte que ^| et l[ sont des nombres de Liouville réels ( l'un des deux pou- 
vant être rationnel), limites respectivement des suites des fractions réelles 



Donc 



/ _ Pn :, _ Pn 



Un nombre imaginaire de Liouville Ç = Ç, h- i\\ est tel que sa partie réelle Ç, 
et le coefficient de sa partie imaginaire ^[ sont des nombres réels de Liouville 
{l'un des deux pouvant être rationnel). 

C'est une nouvelle analogie avec les nombres imaginaires rationnels. 

Je suppose qu'un nombre I = a -h 6/ de Liouville imaginaire soit puissance /?»*"• 
exacte d'un nombre \ = \^-it-i\\ de Liouville; Ç,-+-tÇ', est la limite d'une suite de 
fractions I„= t^-h t.C et a -+- bi la limite de la suite des quantités I^. 

Inversement, si a -H bi = \r est la limite d'une suite de fractions I^ = («„H- «•««)'• 
satisfaisant à 

on a, comme dans (263), 

X^|I-IJ<|lp-in = «.Q»'". 

et I est un nombre imaginaire de Liouville. 

On sait donc aussi caractériser un nombre de Liouville imaginaire, puissance z?'*"** 
exacte. 
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D'après (ij) et (23), 1 est un nombre transcendant de Liouville 
s'il y a une infinité de valeurs de c^ différentes de zéro, ce qui a for- 
cément lieu quand 1 n'est pas rationnel. Soit 



'■=(-d)' 



(C, D premiers entre eu\). 



P« et Qrt étant premiers entre eux, puisque q est premier, 

p divise 2"' et 

p = 1^ (6 entier); 
donc 

D = y» ; 
par suite 

Pn= Cn^ fX^ = 0/»= G»*= (C«*-')«, 

et P„ doit être un carré. Le nombre Cn doit être, dans le système de 
numération de base qr, le dernier chiffre d'un carré : il suffira de 
prendre pour c„^ quel que soit /i, un nombre ne satisfaisant pas (') à 
cette condition (ou la valeur o). Ainsi, pour g = i, €„= 2, pour une 
infinité de valeurs de /i, les autres c„ étant nuls; pour y = 5, c„= 2 
ou 3 pour une infinité de valeurs de n, les autres c étant nuls; etc. 

Remarque, — On peut se poser la question suivante que je 
n'élucide pas : soit 1 un nombre de Liouville, F un autre nombre ; 
soit V un des nombres 1 -h 1', 1 — I', LT, lll'; l" peut-il être un 
nombre de Liouville? D'après le début de ce Chapitre, la condition 
nécessaire et suffisante pour que V soit un nombre de Liouville 
correspondant à I est que V soit un nombre de Liouville correspon- 
dant à I ou un nombre rationnel. Quand V ou T ne satisfait pas à 
ces conditions, c'est un sujet à étudier. Je ferai observer seulement 
qu'il sera équivalent d'examiner, quand I et V sont réels, si, V et I 
étant des nombres de Liouville (non correspondants), V — I, F:I 
jouissent, au point de vue des réduites, de propriétés particulières. 



(') C'est-à-dire un non-résidu quadratique (modç). Au surplus, Timpossibilité 
que I, soit une puissance z?**"* pour une valeur donnée quelconque de p résulte du 
fait que p = 3*. 
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Je vais maintenant m'occuper du problème suivant : 

I étant une irrationnelle , \„ une de ses réduites, et pq~^y 
p' q''^ des nombres rationnels positifs ou négatifs; la quantité 
pq'^^n-^p'q''* peut-elle être une réduite de /?ç~*I-4-/>V sup- 
posé >• o? 

D'après (i3) (Chap. I), 

(33,)[2QJ(a„+i-+-i)]-»<(2Q„Q„^i)-i<|I-I;,|<Q;i»Q;i>.i<Q««aU,. 

Dès lors, si gr ]> o, y' >► o, 

pq-^ I -^p'q'-^ = J. pq-^ I« -t- p' q'-^ = h, Pi = \pl P\ = \ P' U 

I J - Ja I = \pq-'{l - In) l< (qq'Qn)-^a-^Upiqq'*' 
Soit 

avec Af( et B^ premiers entre eux ; on a ( * ) 

\PVq'-'Qn^Bj,<qq'qn, 
^ ^'^ ) \i-h\<Bj^'a-nUprqq\ 

et Jk est certainement une réduite de J si (Chap. I, n® 8), 

an-^tè^Piqq'^' 
On en conclut de suite : 

1. Si l'irrationnelle I possède une infinité de quotients incom- 
plets au moins égaux à l'entier r, et si I«, Ij, . . ., 1„, ... sont ses 
réduites, l'irrationnelle J =:pq~* I -i- p'q''* > o, où pq'*j P^Ç'"* 
sont des fractions rationnel/es, avec ^p^qq'^'^r^ p^ = | /> |, possède 
une infinité de réduites égales à pq~*l„-hp'q^~*' 

Cette propriété a lieu quels que soient p, q, /?', q* si l'on peut 
prendre r aussi grand qu'on veut. 

Exemple : soit pq = 2, pq~* =2 ou -* «/i+i = 4» ^I/i est réduite 

de 2I, et — de -• 

Si ijt est une réduite de J, et si 

J = 60 -h 1 : 61 H- 1 : 61 -h ... , 

(') On peut le voir eo réduisant successivement les fractions 
Pq'h et pq~'K'+-p'q'-K 
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(i3) et (333) donnent encore, d'après (348), 

d'où 

< 35, ) bfc^t < ipy q q'^ ( a„+i -+- i ). 

De même, !« étant réduite de I, 

I = qp-H} —p'q'-^) = y/>-* J — qp'p-^ q'-^y In = qp-^ h — qp' p-^q'-^y 

<3f>j) an-hi < iplqq'^ibf.^y-^- i). 

Les quotients incomplets a„^i sont limités supérieurement et infé- 
rieurement en fonction des Ôa+m et inversement; ceci en particulier 
a forcément lieu pour tous les quotients 

an^x^'^Pxqq'^ et bk^x = '^p\qq'^' 

Par conséquent : 

II. Si V irrationnelle I possède une infinité de quotients in- 
complets supérieurs à tout nombre arbitraire , l'irrationnelle 
J =/?5r-«I 4-^'y''* >o possède une infinité de réduites égales à 
pq~^^n-^p'q~^ et de quotients incomplets correspondants aussi 
grands qu'on veut. 

D'après ce qui précède, si a^^, ^zp^qq'^^ ik est réduite de J. De 
même, soit J^ une réduite de J, et 

i/i' = qp~^ ( Ja' — p'q'-^ ) = qp-^ h' — qp'p-^ q'-^ ; 

si bk'^x^ip]qq'^^ I«' est réduite de I. D'après (363) et (363), à un 
quotient a^^i ^^ip^qq'^ de I correspond pour J un quotient b^j^^ li- 
mité supérieurement et inférieurement en fonction de a,i^i ; à un 
quotient bk'^K ^ '^p\qq'^ de J correspond pour I un quotient an'^\ li- 
mité supérieurement et inférieurement en fonction de Ôa+i • Si tous 
les quotients incomplets de I sont limités et ^a', un quotient incom- 
plet de J sera forcément limité en fonction de a', s'il n'est pas plus 
petit que 2p]qq'^. On en conclut cette propriété remarquable : 

III. Soit I une irrationnelle dont tous les quotients complets 
sont limités et S^'; pq~* et p'q'~* étant des fractions rationnelles 

M. 4 
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quelconques positives ou négatives 

(g, q'>o,\p\=pu \p'\ = p\)j 

le développement en fraction continue de J=/>qr"~*l4-/?'^'~*>o 
a tous ses quotients incomplets limités supérieurement en fonc- 
tion de /9|, q, q' et a'. 

Ces propriétés s'étendent au cas où 

MI -H N 



J = 



xM'I^-N' 



avec M, N, M', N' entiers positifs ou négatifs, MN'— NM'^iéo (<). 
En effet, 

^ " ''^ - M'I-+-N' "" M' I„ H- N' - ^"^^^ *''^* 

Dès que n est assez grand, |[ji„| est limité supérieurement et infé- 
rieurement en fonction de M, N, M', N', I. Si 

un diviseur commun au numérateur et au dénominateur du dernier 
membre divise MN' — NM', comme on le voit facilement, du fait 
que P„ et Q„ sont premiers entre eux, et Ton en conclut 

y<iQn<Bk<y<Qn, 

où /|, X sont des fonctions positives de M, N, M', N', I. (33s) don- 
nera dès lors 

où V est une fonction positive de M, N, M', N', I. 

On obtient de suite une propriété tout à fait analogue à la pro- 
priété 1, et une formule de même nature que (358). La considéra- 



(*) Quand MN'— NM' = zt i, on saii, d'après Serret {Algèbre supérieure, t. I, 
Paris, 5*édit., i885, p. 3^), que les développements en fraction continue de J etl sont 
terminés par les mêmes quotients complets ; plusieurs des propriétés établies ci-aprés 
sont alors évidentes. Mais il n'en est plus de même quand |MN'— NM'|>x. 
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tion de 

N J — N 
*- M — M'J 

donne une formule du genre de (363). On a encore des propriétés 
semblables aux propriétés II et III. 

Je vais encore établir le résultat suivant : 

IV. Soient 

• • • t/l» t;,', 

les réduites consécutives d^ indice croissant assez grand telles que 

MI„-hIS , Mln-hN 



soient réduites de }^= j^ — ^, : J étant égal à 

Aa+i a'I^ et\k — /c'\ sont limités supérieurement en fonction de M, 
N, M', N', Ij n'—n; de même pour 6*^.2, ..., 6*', ou 6a +1, ..., bk 
suivant que k' > k ou k' <ik. 

Soit 

Jx- = AjtB^* (^kt B)fc premiers entre eux). 

D'après ce qui précède, les quotients an^2^ •••? ^//' ont une limite 
supérieure fonction de M, N, M', N', I. 
On a 

Qn-HS < Q;,+i(a„+, -H i)< Q«(anH-, -+- i)(a„^, -h i), 

Qn' < Qn(a/i-Hi -^ \){an^i -h l). . .(«„' -f- l)S Qn(anH-l H" /'»'-'»-«. 

De même, si A^> /r, 



(Bam-1 = Ba^ 



Bam-1 = ^kbk-^\ -h Ba:-i > Byt^A^, , 
I bk^l > Byt^A-t-l ^A-»-t, 



( B;t^> 



B^6/fc-Hi. . • bk'. 
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D'après (373) et 

083; Ba.<XQ„s Ba>X,Q„, 

B^b^^y . . . b^.' < Ba- < XQn(a„-hi H- I) /«-'»- >, 
X, ^A-Ki . . . ^A' < À(a„-+., -h I) /«'-«-S 

et, puisque 

(393) an^\-^i< X,ô^H_, 

[formule analogue à (Sôj). X2 fonction de M, N, M', N', I], 

6A^,...6A-'<XX,X7iK-''-ï. 
Donc : 

6a+2» •••? bk'sont limités supérieurement en fonction rfeM, N, M', 
N^/i'— /i. 

Je dis que k' — k est aussi limité supérieurement en fonction des 
mêmes quantités. En elVel, on a 

B/tH-i > BA^Ar-f-l, Ba^-î > Bkbk-^\^ 

Bah-i â '^^-h* H- Bah-i > 2 Ba^a-^-1, Ba-hv > •iBjtôifcun, 
< Ba-»-6 > 2' BA^/i-m, . . ., 



Ba > 1 ' Ba6ah-i, 
el, d'après (373) et (383), 

k- k-1 k'-k-\ 

•l * ^A^,X,Q„<2 « 6<H-lBAiBA<XQn(a„^t -h !)/«'-«-«. 

D'après (,39,;, 

A- k î 

(403) 2 2 <XXr X,^'-«-î, 

ce qui limite A' — k en fonction de M, N, M', N', I, ai' — n. 

Dans rhypothèse /r'<C A", en admettant qu'elle soit possible, on a 

(403 bis) Ba'<Ba, X,Q„ <Ba.. <Ba<XQ„. 

Mais Q,/0>Q«; donc BaBj^* est limité supérieurement; des raison- 
nements analogues aux précédents montrent que k — k' et même 
^A'+M . . ., bk sont limités de la même manière en fonction de M, N, 
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M', N', I (/i' — /i n'intervient pas) ; de même ici poura„^i, puisque 

Enfin 6^4.1 «rtl, est limité supérieurement d'après (SSs) ou une for- 
mule analogue. c. q. f. d. 

Voici encore une autre propriété : 

V. Soit une irrationnelle réelle 1 dont le développement en 
fraction continue ordinaire 

est d^ ordre {k^ p); ^irrationnelle J= ^rn — jtt >o, oà M, N, M', 
N' sont des entiers réels positifs ou négatifs, avec MN' — NM'^^ o, 
a son développement en fraction continue ordinaire 

du même ordre (*). 



(') Dans l'énoncé corrélatif, exact d'ailleurs, que j'ai donné aux Comptes rendus 
de V Académie des Sciences de Paris (a8 août iqoS, t. CXLI, p. 4»^)» «kC'»?'*'*) doit 
ici être remplacé par c^(/i)?** quand A' est < o. 

L'énoncé V induit à penser que peut-être toute fonction rationnelle à coefficients 
entiers de I jouit en général de la même propriété; voir Note II à la lin du Volume. 
Peut-être aussi peut-on croire que l'ordre de la somme I db T et du produit II' de 
deux irrationnelles I et V est égal en général au plus grand des ordres de ces deux 
irrationnelles, en particulier que, si I et V ont leurs quotients complets limités, il 
en est de même de I di F et de 11'. Ce serait là un résultat très important à établir, 
s'il est exact. Voiri une application éventuelle, parmi bien d'autres analogues qui se 
présentent à l'esprit : si /?est entier > o, on a (y/pY = sjp; \Jp di ses quotients incom- 
plets limités; il en serait donc de même de vV* l'eut-être puurrail-on aller jusqu'à 
établir que tout nombre algébrique réel a les quotients incomplets de son développe- 
ment en fraction continue limités (comp. Intermédiaire des Mathématiciens, 1900, 
p. 404 ei Erratum, p. 44^1 question I98G posée par M. Bricard et par moi); le déve- 
loppement en fraction continue de indiqué ci-aprés montrerait dés lors 

e — i 
que et e sont transcendants. 

Il y aurait encore à examiner si les nombres correspondant à un même nombre 
transcendant \ réel de Liouville,lcs nombres de Tenscmble H, par exemple (Chap. III, 
p. j8), n'ont pas leurs ordres en corrélation. 

D'autre part, quand J^ = £=7-r2 ^ n'est pas réduite de J, on peut se demander 

M 1^ -f- iN 

si J| n'est pas ce qu'on appelle (Serhet, Algèbre supérieure, p. 21) une fraction 
convergente intermédiaire ; la même question se pose, dans le cas où J serait une 
fonction rati(mnelle /(I) de I, pour/(l„). 
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La formule (4t>s; donne, en y changeant k en h, k' en A', 

h' — h <i vin' — n), 

où V est une fonction de M, N, M', N', I. Cette formule est wzxe a for- 
tiori si h'^h. 

Soient alors I^^ I„^, ..., I;,, ... les réduites considérées dans l'é- 
noncé IV; Jy^^, Jyi^, . . ., ihii ' • • 'es réduites correspondantes de J. On 

aura 

àt — hi < i'(/ii — /11), 



ht — hi-x < i^Cn; — n/_,) 



et, en additionnant, 

A/— Al < t'en/ — ni). 

Pourvu que / soit assez grand, on pourra écrire 

{4ij) ^/<^i/ii, 

Vi étant analogue à v. 

Ceci posé, j'admets que I soit (Chap. I, n" 10) une fraction con- 
linuc ordinaire «o 4- * I «i "I- * • ^a -h- • -, d'ordre g (A, p), où k est 
fini, ainsi que p. 

Soit d'abord A l' o ; on a 

dés que /i est assez grand; d'après la formule (353) ou 'es formules 
analogues, 

et, pour les autres quotients incomplets b%^ 

(43i) ^'e<i\,, 

avec l'a, v^ analoguos à w 

Mais on poul raisonniM- (^') sur J et I comme on Ta fait sur I et J : on 
obtiondra ainsi, J/^ et 1„^ étant toujours des réduites correspondantes 



) Ou onionno lov J^, vui\.int Ic^ imiioos h, riMi-sauis /»|, /i* d'après la démons- 
tration IV [fonmilo ( 40_^ bis ^ ou auidoj;uo], n\ — A,(i ^ £,): iv»ur I^ , qui correspond 

à J„ , M, - A.vi *- t. V. oufin h\ < \-, /i]. 
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de J et I, 

(44i) ni<Vihi. 

D'après (ii^) et (448)? on peut écrire 

m = Vihi, 

où i'/est limité supérieuremenl et inférieurement; donc, d'après (423), 
àhi-^i < Viek[{ Vihi -H I )fH-e]. 

Cette formule reste wdÂe a fortiori pour les quotients 6e dès que 6 
«st assez grand, d'après (433). Finalement 

(45s) bnt < viek[{s^,nh„, -¥■ OP^e ]. 

Or 

vmh„t-^ 1 </ii;rs 

dès que m est assez grand, 

6« <.-,«*[ A',r'"*"]<«*(Ar) 

{e' analogue à e), c'est-à-dire que le développement en fraction con- 
tinue de J est d'ordre au plus égal à celui de I ( * ). 

Soit maintenant Xr <^o : on raisonne de la même manière en rem- 
plaçant ^a(^P^^) pareA(/i)P^^, et l'on arrive à la formule analogue à (453) 

k étant négatif et = — A*i , 

^*(AÎ;rV) = logA.Air = logA,-, log/iîr < log;t.-,(log/i^)t^ 

<log*,-,(log,A,„)l-Hï<. . .<l0g(l0gA.-iA;„)>-«<(l0gA,Am)»-^; 

donc 

Le développement en fraction continue de J est encore d'ordre au 
plus égal à celui de I. 

(') Ces calculs restent exacts quel «|ue soit le signe de A*; par suite la propriété V 
est encore vraie dans la deuxième classification (.Notes I et II à la fin du Volume) 
des fractions continues. 
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En raisonnant sur J et I comme on vient de le faire sur I et J, on 
voit que, si J est une fraction continue d'ordre 2(/r', p'), il en est de 
même de I. On en conclut que les ordres de I etde J sont les mêmes. 

c. g. F. D. 

Je considère maintenant, comme dans la note (*)? p. ii, la frac- 
tion continue irrationnelle 

J' = «0 -t- ro • *i ■+"••• ■+" ?/-! * «0 -^ I : ai -+- I : ai -^ ... , 

avec 

I = ao-+- I : «1 -h I : «t H-. . . ; 

elle est de la forme 



le développement en fraction continue ordinaire de J' 

Co -+- 1 : Cl -H I : c, — . . . 

est de même ordre que I. Ceci justifie l'extension indiquée dans celte 
note ('), p. II, de la définition de Tordre aux fractions J'. On voit 
qu'il n'y a pas lieu de craindre que cette extension conduise à attri- 
buer plusieurs ordres dillérenls à une même irrationnelle. 
De même, 

J' = a, -4- I : as^i -f- I : a,_Hî -»-..., s^i 

est de même ordre que 1. 

A titre d'exemple d'application, je reprends (p. 1 1) le développe- 
ment en fraction continue de e indiqué antérieurement : 

e — I 

= i:i-+-i:6 -f-...H-i:4/i — 2-4-..., 

e = i-+-2:i-i-i:6->-...-i-i:4/i — 2-H.«.; 

et e sont d ordres ( o, i ) ; de même pour J = ^77- ^, - De 

plus, le /i'*"'* quotient incomplet de — -^ — croît indéfiniment avec n ; 

donc, dès que n dépasse une certaine limite, si I;, est réduite de > 

M I;^ -4- N 

est réduite de J; en particulier 2l„ -h i est réduite de e. 



CHAPITRE IV. 



LES NOMBRES TRANSCENDANTS CONSIDÉRÉS COMME RACINES 
DE SÉRIES INFINIES OU DE FRACTIONS CONTINUES. 



Séries ixiflnies à coefficients entiers. 

i® Nombres transcendants réels. — Soient JJi un nombre réel 
positif absolument quelconque -< i , M un autre nombre quelconque 
réel, Cq un entier tel que o < M — Cq ^ i ; si M est entier, M — Cq = i . 
Je divise go = M — Cq par 2^, ; on a 

eo= M — Co = (ciH- ei)ïi, 

où Ci est le plus grand entier contenu dans — = — -^ o^ei •< i, c< = Ç7** 
De même, je divise e, par J^, 

E, =(c,-he,)Ç,, 

où C2= E(e,ÎJ7*)'< Ç7* est le plus grand entier contenu dans t^X^'^ 
62 -< < ; En continuant de la sorte on obtient 

lu) M = Co-HC,ît-uc, ÇÎ-h...-4-c„Çy-h... (»), 

où CiSÎ^7*, c,i<i s7'? dès que /i >► 1; la série du second membre est 
évidemment convergente; c'est ce que Ton pourrait être tenté d'ap- 
peler une représentation du nombre M dans le système de numé- 
ration de base Ç7*. 

(*) En admettant pour e„ e,, ... des valeurs positives ou négatives, de façon que 
l*il= ■"» ^^ clioisissant les c, en conséquence, on obtient, au lieu de(i4), une série où 

les c, sont positifs ou négatifs, et, en valeur absolue, ^ - ^7*- On pourrait étudier ces 

séries de la môme manière. 

Pour ce Chapitre on pourra consulter E. Sthauss, Eine Verallgemeinerung der 
dekadischen Schreibweise {Acla mathematica, t. XI, p. i3-i8). 
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Pour un nonil)re d = i on peut poser !J, = Ç'~*, quand Çj>i, 
Çi'< 1, ou encore opérer de la manière suivante : soit Q un entier 
quelconque > ^\, !J| = ^\ Q"* ; parle procédé appliqué ci-dessus à ^, 
Ton obtiendra le nombre M sous la forme 

On peut aussi, quand ^\ et Q' ne sont pas tous deux entiers, poser 

r,-Q'=Çi<i, 
avec Q' entier ou non, et obtenir la forme 
{'1, bis ) M = C0-+- c,(f, - Q')-+-. . .-+- c„(;; - Q')«H-. . .. 

Si Ton prend M — Co= i, il en résulte en particulier ceci : 

Tout nombre algébrique ou iranscewiantréel positij est racine 
d\ine équation 

(34) I = c, ;,-+-... -^c„îï -+-..., 

quand w, -< i, et d^une équation 

(44) i = c,Ç7»-h...-hc„;r'*-^---. 

quand wi >► i, c„ étant un entier ordinaire positif respectivement 

Mais Ton peut arriver à une analogie plus complète avec les sys- 
tèmes de numération à base entière. Soit un nombre quelconque 
s > 1 ; si M > I , on peut trouver m tel que 

(54) ;'«-^«>M;:;'n; 



(' ) Si ÎJj* ou î;, respectivement sont < a, les c„ sont égaux à o ou i. Il est bien 
entendu que ces séries, comme celles que Ton rencontrera dans la suite, peuvent se 
réduire à des polynontes par des valeurs purticulières de M et ^^. 

I*our ^,<i, le développement {.^^) ne peut être limité que si Çj* ®*' ""^ entier 
algébrique; pour ^,>i, (44) ne peut être limité que si ^i est un eotier algébrique. 
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si flo est le plus grand entier ordinaire <. K contenu dans MÇ""*, 

M = aoÇ"'-+-ao, ='o<Ç"*; 
alors, opérant sur ao comme on l'a fait sur M, 

ao =aiî'«-»-i-a,, o^a, < Ç, a, < Ï"»-S 



J'applique maintenant à a^ et s~* <[ i la formule (14); on aura 

a m = C , Ç- » -4- . . . -h C „ ;- '» -4- . . . , 

(6t) M = ao;'«-ha,i;"»-»-+-...H-a,„_iÇ-+-a,„-hc,i;-»-4-...-4-Cnî;-'»-+-..., 

avec c,i<^^. C'est là ce que j'appellerai la représentation canonique 
flu nombre M dans le système de numération de base Ç. Par exten- 
sion de ce que l'on fait dans le cas où !J est entier > i (par exemple 
si s = 10), on pourra représenter M par le nombre 

a^ai,, .a,n, CiCi...Cm 

On déduit de (64), comme tout à l'heure de (84) et de (40> ^^^ 
tout nombre réel positif, algébrique ou transcendant Ç est racine 
d'une infinité d'équations transcendantes d'une forme particulière à 
coefficients entiers, en prenant par exemple M entier ordinaire. Je 
n'insiste pas. 

(64) peut encore s'écrire, en divisant les deux membres par ^"^ 

(6^ bis) M Ç-'« = ci -h c', Ç-» 4- . . . . -+- c'n ;-« ^ . . . . 

Cette représentation canonique du nombre M, quand on donne JJ, 
est unique; il n y en a pas d'autres de la même forme satisfaisant aux 
mêmes conditions (*), c'est-à-dire telles que les coefficients a, et cj^ 



(M Cela est une cooséquencc de lii manière dont j*ai forme (64); les autres for- 
mules (14), ... donnent lieu à une remarque analogue. 
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OU Cy, sont <C ^, et, de plus, que la somme des termes qui suivent 
a/I^' ou Cj^'J est plus petite que ^' ou ^~J respectivement (*). 
Quand on ne tient pas compte de ces conditions, on peut trouver 
une infinité de représentations non canoniques du nombre M. En effet, 
soit 

(7*) , = c;î;->-f.c;î:-«-h...^-c'„j;-«H-..., 



(') Cette dernière restriction est absolument nécessaire en général. Si Ton choi- 
sissait au hasard les coefficients c, par exemple, de façon seulement qu'ils soient < ^, 
on pourrait obtenir des représentations qui ne sont pas du type (64). 

En effet, je suppose que, dans (64), les coefficients c„ c,^-, 0,^,^, . . ., dont les indices 
sont en progression arithmétique, soient tous égaux à E(!^), ^ n'étant pas entier. La 
somme E^ des termes à partir de c^^-' est au moins égale à 

e(;)(C-'-h;— /-h. ..) = ;-£(;)(. -^/)-^ 

qui sera au moins égal à ^-*+i si 

E(C)>;-;'-', c-e(î;)<c«-/; 

ceci peut avoir lieu au moins pour de petites valeurs de y, et a toujours lieu pour 
y = i; mais alors, d'après la façon dont on trouve (64), pour obtenir cette forme (64), 
il aurait fallu choisir c,_, plus grand d'une unité au moins. 

Il en résulte en particulier celte const^qucnce, quand le développement (64) de M 
est indéfini, que jamais on n'a, à partir d'un certain terme, c,= E(!i), quel que soit i: 
il y a une infinité de coejficients Cj au plus égaux à E ( JJ ) — i ( nuls si î^ < 2 ). 

De même, «i s — E ( 1^ )< ^-' ( exemple î^ = v^a ), il y a dans ( 64 ) une infinité de 
couples de coejficients consécutifs c^ Cy^, tous deux au plus égaux à E ( ^ ) — i 
{nuls si ^< 2), sans quoi, à partir d'un certain terme c,, on aurait une somme de 
termes au moins égale à 

r-. K(o (I ■+■ C-' -4-^* -+-... ) = ;-E(!;) (!-;-')-«> ;---•. 

On peut encore trouver une limite supérieure du nombre des coefficients c, consé- 
cutifs qui peuvent être égaux à E(Ç). Soit 

c.= c.^, = ...= c.H-/= E(;); 
il faut 



• ^ ^E(;)' ^ '>' e(î;)- e(; 
;;>« < 



-+-Ef;)-!; 

) 

e(î;) 

Ec;)-;' 
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la représentation, évidemment non canonique, de l'unité qui résulte 
de (14); on pourra dire aussi que 

est une représentation de zéro; Ton peut ajouter aux deux membres 
de (64) le produit des deux membres de (84) multipliés par un 
nombre quelconque M' mis sous la forme (64 ), et Ton aura une infinité 



Quand ^ = v^a, Ç^"*"'< F < ^> J = ^1 et, puisque E(Ç) = ï> on voit qu'un des 

2 — y/â 
coefficients sur deux au moins est nul. La même circonstance se présentera quand 
i<^ < 2, Ç quelconque, et Ç^Xa — ^)-\ 2Ç-—^^>i^ î;^— 2î;'-hi < o; or 

;3_3Ç^^i = C>-ç'-(î;'-i) = (;-i)(î;«-i;-i); 

il suffit 

î;<l-f-^ = -(i-f-v/5) = .,6i8.... 
Donc : 

Quand i<^< ^=1,618...» dans un développement canonique de la 

forme (64), sur deux coefficients consécutifs, l'un au moins est nul, Vautre pou- 

e Tz 

vant être égal à V unité ou nul; exemples .- Ç = - ou î^ = - • 

Je prends encore î; = e = 2,718... (base des logarithmes népériens); 

Quand Ç = «, sur deux coefficients consécutifs de (64), un est égal à i ou 0. 
Enfin, quand Ç = ic = 3,i4i. . . 

Il y a parfois encore d'autres règles analogues; ainsi, quand c,= E(0, 

c,î;--t-c..,,;--«<^'>', E(!;)^-c,^. ;-><!;, c.^,<[^-e(0];, 

et c,^, sera nul si s[^ — E(^)]<i, Cette dernière condition étant supposée réalisée, 
il faudra c,;-*-h c.^,;— '< î;— -^', c,^2< ;=[; — E(î;)]: et ainsi de suite. Prenant en 
particulier ^ = r. c, = 3, on obtient c,^, = o, c.^jli. Donc : 

Quand !; = r, si un coefficient c, = E(^) = 3, /e suivant c,^, est nul, et c.^jli. 
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de représentations de M, analogues à (64), mais où les coefficients aîy 
Cj ne satisfont plus en général à la condition d'être < s* 

Quand JJ est << I, on pose s~* = ^S et l'on opère sur XJ comme on 
vient de le faire sur ^. 

2° Nombres transcendants quelconques, — Ces procédés peuvent 
aussi s'étendre aux cas où, soit la base ^9 soit le nombre M, à repré- 
senter, est imaginaire. Je dirai dans ce qui suit que f -{' gi est un 
entier imaginaire si / et ^ sont entiers, positifs ou négatifs. 

Je détermine d'abord l'entier Cq par la condition 



o^|M-Co|â 
si 






il faut et il suffit 



o<(fi-/o)*-h(v-^o)*^ J> 



ce qui peut toujours se faire en prenant pour/i et g^ les entiers, 
positifs ou négatifs, les plus voisins de |jl et v; cela donne 

ol|M-Co|âi^. 

Si M est entier, réel ou imaginaire, on obtient M = Co; pour avoir 
alors une représentation de M, on en cherchera une de — > où q^ 
entier réel, ne divise pas à la fois (x et v. 

Je suppose maintenant que le module Z de î^~* soit plus grand 
que I. J'écris 

eo= M — Co = (c,-he,)Ç, c, =/,H-^|t, ;-i = a-^hi, 
Z«=a«-+-6«>i, o^|M — Co| = |eo|^T^• 
(M — Co)2J"* est de la forme f\ -f- g\ i\ si /,, g^ sont les entiers les 
plus voisins de /J, ^^ 
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d'après C| =/i 4- g^ i, on a 

J'opère alors sur ei comme je viens de le faire sur £©= M — c©; je 
pose 

On a 

où /a, ^2 sont les entiers les plus voisins de /^ et ^^ ; et ainsi de 
suite. 
On a ici 

or la plus grande valeur de 

pour une valeur donnée àe f[^ -^r g'^ ^^ ayant lieu pour /|"^'^^ maxi- 
mum, est réalisée pour |/||=r|^'J; quand /J'-f^7=— » la plus 

TA 

grande valeur de |/î 1 4- 1 5", | a donc lieu pour f'^ = g'^ = — • Donc 

Le même raisonnement s'applique quand on remplace les indices 
o , I par les indices i , a, et 






1 

Zh-i 



v/^ 
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le raisonnement se continuant évidemment, puisque les quantités eo, 
€f) ^3) ^zt ••• satisfont à la même inégalité |ey|£ — > on a en général 

/a 

on obtient ce résultat : 

Théoeème I4. — Tout nombre M peut se mettre sous la forme 

M = Co H- Cl Ç -+- Cj ;^ -h . . .H- c„ Ç* -h . . . , 

où ^ est un nombre arbitraire donne, réel ou imaginaire, | Ç | < i , 
M — Cp 1^ — > et Cq, r«, . . ., c„, . . . sont des entiers réels ou ima- 
ginaires dont tes modules^ sauf celui de c^, sont au plus égaux 



V^2 

On pourrait aussi choisir autrement ^p, g^^ f^^ g^^ ...; ainsi on 
pourrait prendre pour fj et gj les entiers immédiatement inférieurs 
ou égaux à fj et g'^. C'est ce qui a été fait dans le cas où M est réel 
et Z réel et positif [formule ^^i^ et suivantes]; je ne m'j attarderai 
pas. 

Le théorème précédent comporte diverses conséquences : ainsi, je 

prends M = -; j*en déduis 

donc : 

Corollaire I4. — Tout nombre algébrique ou transcendant Ç, 
réel ou non, est racine d*une éifuation 

quand ^ |~* = Z > i , t»r d^une équation 

quand Z =Z, >>i, c^t étant un entier réel ou imaginaire, de 

module resi ectixemcnt ^ 1 ou 'T • 

% 2 \ 1 
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On pourrait aussi arriver à un corollaire analogue en prenant 
M = Ç-S quand |Ç|<i, d'où 

Soient Ym Y2î • • -7 Yw) • • • les nombres conjugués de c^, Cj. . . ., c«, . . ., 
c'est-à-dire que, si c„ = /n-h gn h ^n^= fn — gn i- Soit encore 
Z = I !J |~* > I , XJ le nombre conjugué de !J. 
D'après (3^) Ç est racine de 

f(z)= I — -ici-s — 2Ci5* — . .. — aCrt^« — . .. = I -+- Pa H- iQ«, 

w' est racine de 

©(5)= I — 2Yi« — tiY*^' — . .. — 2^„z^ — ,,,= i-\-Pz — îQz^ 

où P et Q sont des séries en z à coefficients entiers réels ; leur rayon 
de convergence est >• Z~*. Je forme 

F(5) est alors une série ordonnée suivant les puissances croissantes 
de Zj dont le premier coefficient est Tunité, les autres étant entiers 
réels. On en conclut donc : 

ConoLLAiRE II4. — l^out nombre algébrique ou transcendant JJ, 
réel ou non, est racine dUine équation 

(V^) I -»- ai« -+- a,5*H-. . .-h ««««-h. . .= o, 

quand | ÎJ | -< i ? ^^ d^une équation 

(41) I -h a, «-Ï -4- aj Z-* -h . . . -h a;i ^-« -+-...= o, 

quand | JJ | > i , les a„ étant des entiers réels, positifs ou négatifs. 

Ce résultat n'était pas évident a priori. 

Remarque. — J'envisage la représentation de M, quand elle est 
possible, sous la forme la plus générale suivante, canonique ou non. 
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OÙ les V,, sont entiers, réels ou non, ou même rationnels, et Ç est un 
nombre arbitraire, avec |Ç|>i, le second membre étant une série 
convergente, en sorte que ^n^'" , tend vers o quand n croît indéfi- 
niment. 

J'admets que la suite des coefficients yn soit périodique, c'est- 
à-dire que, à partir d'un certain coefficient y^+i, on a 

7/>-^-7 = Ïp-^-îy = . . . = Yp-H(y-»-i)ç = . . . ; 

la suite sera périodique simple, si l'on peut prendre /> = o; pério- 
dique mixte, si l'on doit prendre /? >► o. Dans les deux cas, les coef- 
ficients yy ont tous leurs modules limités supérieurement. On aura 

(04) M !;-'« = 70 -H Yiï-» -+-... -J-YpÏ-'' 

-+- T^-^ ( ï/>^i ■+- ï/M-î C -» -H . . . -h Y^^ Ç-^-^» ) ; 
1 *, v 

il existe une relation algébrique à coefficients rationnels entre IVf 
et Ç~*. Si M est un nombre rationnel ou algébrique, Ç~* et JJ sont des 
nombres algébriques. 

On arrive évidemment à la même conclusion, quand |Ç| est plus 
petit que 1 , pour la représentation 

MC"» = Yo -H Yi ï -+-...-+■ Y/» Ç'*^-- • •• 

Il y a réciprocité, au moins quand M est un nombre rationnel : 
soit !J un nombre algébrique, avec ( s | >• i? dont l'inverse Ç~* satisfait 
à l'équation 

(^4) (Y7-^M)i;-^-f-Y7-tÇ-''-^*-^----^-ïtÇ-»=M, 

où M et les y sont rationnels; Téquation dont Ç~* est racine peut, en- 
effet, être mise sous cette forme ; on a 
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et l'on obtient pour M une représentation périodique simple. Donc, 
le nombre rationnel M étant évidemment arbitraire : 

Tout nombre algébrique de module > i peut être caractérise 
par ce fait que tout nombre rationnel, réel ou non, admet une 
représentation infinie périodique à coejfficients rationnels à l'aide 
de ce nombre. Pour un nombre transcendant, il ny a aucun 
nombre rationnel admettant une représentation infinie pério- 
dique ou finie à coefficients rationnels à l'aide de ce nombre (*)• 

On a une propriété corrélative quand | JJ | < i . 



Séries infinies à coefficients rationnels* 

I** iVombres transcendants réels, — Je procède encore comme à 
l'occasion de la formule (i 4), en supposant o <^ !J| -< i , M et Ç, réels ; 
mais au lieu de prendre dans 

e/_, =(C|H-e/)Çi<i, 

pour Ci le plus grand entier ordinaire contenu dans e/_, Ç~\ je prends 
pour a la fraction rationnelle ordinaire la plus approchée par défaut 
de 6|_| s7* , et dont le dénominateur est o/, 0/ étant un entier ordinaire 

fonction de 1, avec lim©/= 00 pour i = co (-), et Ci= — : — sera tou- 

jours au moins égal à ce plus grand entier, souvent plus grand, et l'on 
aura c/< 07*, 



(') Dans le cas où M=i, m = Yo=o, le coefficient de la plus haute puissance 
de K, dans l'équation algébrique (a^) est Tunité; si les y. sont cniiers, par définition, 
Ç est un entier algébrique. Dans le Ctis où m = y^sr: o, M quelconque, Ç ne peut être 
un entier algébrique dans (a^) que si les y. sont tous de la forme M 5-. où les 6- sont 
entiers. 

Inversement, si Ç est entier algébrique, on peut prendre M =1 dans (Ô4), les y. 
étant entiers, et (C4) donne pour Tiinité une représentation périodique à coefficients 
entiers. 

(^) On pourrait aussi étudier le cas où 7, reste fini : je n'insiste pas; quand 
9i=i, on ubtient la formule (14). 
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E(j?) désignant le plus grand entier contenu dans x. On arrive ainsi 
au développement 

En ])iirticulier, pour £p= M ^ = i , on obtient ce résultat : 

^i étant un entier ordinaire avec ï\m<fi = ^/*oiiri = cc^ tout 
nombre algébrique ou transcendant réel positif est racine d'une 
équation 

quand IJi < i , e/ d'une équation 

quand î^, >► i, rf/^, e7rt/i/ un entier positif ordinaire •< '^/^.i «p^* Ç7' 
o// '^/^.i '^7' ^, respectivement (y,, 1= i , rfj < cp, !J~* oa rf| ^ ^1 Ç,). 

On remarquera, quand J^, << i, que 

9/-f-i 



La série ^ rf/^t tp^J, ÎJ,^' a tous ses termes plus petits que ceux de 

la série N^ Ç4o7*- Or, si le rapport '^/+i cpT* croît constamment et in- 

1 

définiment avec £, ^ s'i ?7' est une fonction entière (^). Il en sera de 



(') Je reviens plus loin (Chup. V) sur celle formule. 

(-) C*esl-à-dire une série qui converge quelle que soit la valeur de la variable. Ici 
en clFei, le rapport 379,97;', d'un terme au précédent tend vers o quel que soit x. 

Dans ce cas, ^,97' tend vers o, et l'on n'a jamais une suite périodique de coeffi- 
cients c?,?7'. 
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même alors de ^rfi^.,©7^\ Ç',^*. Cette dernière propriété a d'ailleurs 

1 

•o 

lieu plus généralement à la seule condition que ^\^\^J* soit une 

1 
fonction entière. On en conclut ce théorème, que je crois important : 

Théorème II^. — Soit ©/ un entier ordinaire tel que 2^'f7* 

soit une fonction entière de x : tout nombre algébrique ou trans- 
cendant réel positif X^^<i\ (*) est racine d*une équation de la 
forme 

^94) o = — n-rf,o7>î, -t-...-Hé//©7»Ç';-i-... = /(î,) 

{où o<rf/+<< 0/^,^7*^7*, rf/+, entier positif rf,<o<!;7'), dont le 
second membre est une fonction entière de tj|. C'est en particulier 
le cas quand o/^i 07' crott constamment et indéfiniment avec i. 

En même temps, tout nombre réel positif est re présentable sous 
la forme ( i ^ bis) {'^). 

Si je prends en particulier ^/ = / !, 
(104) /(;,)=-i-f-^-+-...^-^p -+-... = 0, 

où ///+!< (£-+.i)Ç;'. 

Si je prends cp/= bk{iy^^ ft, Ar, p entiers, 

bt(i) = bi, ht(i) = b^M\ ..., bt,(i) = h^k-^iK 
[comparer formule (i4)» Chapitre I, où b est remplacé par e], 

<■■•> /<=■>— a-;;,-— !^—-. 

où rf/+, < **(/+ i)p('+" A*(/)-p'!;;' . 



(') un soupçonne de suite que cette restriction ii*est pas nécessaire; on va le voir 
tout à l'heure. 

(') On obtient une représentation des nombres négatifs — M', avec M' > o. en 
prenant la représentation de M', ou encore choisissant A rationnel de favon que 
A — iM'> o et cherchant la représentation de A — M'. Dans h* cas où ^, serait né- 
gatif, on poserait ^^ = — Ç',. 
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Enfin, si je prends ç/ = 6|(/), 

où rf/+i < &/+, (/-^ l)pf'+«^ft/(/•)-p'^:7^ 

Remarque L — On a supposé dans (84 bis)ei{^^) à (124) Ci < > 5 
mais un procédé analogue conduit à des formules semblables quand 
JJ, ^ I . Le raisonnement fait à propos de (14 bis)^ p. 68, est en général 
suffisant, d'après fii^^ < o/^.i '^^~' ÎJj* , dès que, pour une infinité de va- 
leurs de £, o/^., ©7* 2^7*^1. 

On peut préciser, si Ton veut, ainsi qu'il suit : on écrira, quand 

pourvu que l'on prenne di^^ = o, si 

d'où 

De même 



£i-»-i îi * = ^'/-•-«TrJî -*- t/H-ît 



avec 6^1^.2 =: o si 



Il suffira que l'on n'ait pas constamment 

pour que l'on puisse poser, quand /' «i une certaine valeury , 
eyÏT' = êoÇT-^-' = dju^xojl^ -+- ey^.,, f/y^., entier > o, 

et 

dj-^\ = îy s 1 * ?y-Hl < ?y-hl ?y * C iS 

puisque 

Si l'on n'a pas ensuite constamment 

^y-^i Ci * < ?7-îï 1 • • • » ^y^-/i CT ' = Sy-Hi CT'* < ?/-»-/t-4- 1 » • • • > 
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pour une certaine valeuryi de i^, on pourra poser 

dj^j^^x entier > o, ey-hy»-»-! < ?7^>i-4-i» 
dj^j^^x è ay+i ÏT-'» ?y+y,-Hi < ÇT^' ?y+y,-Ki ^jU. 

dj-i-j^^i < ey-Hy,ÎT* Oy^-y.-Ki < ^J+Ji-^\ ^T^lXx^ *» 

€t ainsi de suite. On obtiendra 

<U ter) M = ^o?ô* "^ ^y^i?7ii ï^* "+- dj-^J.-^xiï-l^U^iVx^^^^' -+-.•• 

11 est bien évident toutefois ici que o/ est assujetti à une certaine 
condition de rapidité de croissance, puisque J^^ ^ i . Je suppose en 
particulier que limçp,a~' = oo pour /= oo, quelle que soit la quantité 
fixe a. La quantité <p,.,.i ÎJ7'"* est dans le même cas, et il y aura, M étant 
donné, une certaine valeur j de / telle que, si 

6y-iÏT* = eoÇT-'<97\ 
on ait 

eyïT* = eoÎT^-*è?yJi; 

de même, liniÇ7'»Çy^|^^, = 00 pour /, = 00, et il y aura une valeur j\ 
de i| telle que 

et ainsi de suite. On arrivera alors pour tout nombre M à un déve- 
loppement de la forme (1 4 fer). Cette série est évidemment conver- 
gente, car e/Ç'^ tend vers zéro quand i croît indéfiniment. On a, par 
exemple, 

dj^j^^x < Ç-,/' <py-Hy»+i ?74 1 . ^y-«->t-i-i < ?y+y .h-i ?7^î/» ÎT * ^ 

et la série (14 /er) a tous ses termes, en négligeant au besoin le pre- 
mier, plus petits que ceux de la série 

Ici, lira (22^4)/+* ©J^, =0 pour y = 00, d'après l'hypothèse (*) faite 

(*) D'après cela, si, quel que soit le nombre fixe a, lim (p,a~* = oo pour i = oo, 
V a?»çjt est une fonction entière. Inversement, si cette série est une fonction en- 
tière, le terme général tend vers o, quelle que soit la valeur donnée à x, c'est-à-dire 
que lim9,a~'' = oo pour 1 = oo. 
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sur ^|. et celle série esl con\ergenle quel que soil ÎJi, c'esl-à-dire 
que c'esl une fonction entière de ^|. Donc la série (14/er), où Ç, 
esl regardé comme une variable, est fonction entière de Ç|. Par 
suite : 

G>ROLLAiRE. — Le théorème II4 et les formules (104) à (ni^) sub- 
sistent quart f 'C,^ est^\. 

En changeant ^1 en — ^1 on obtient des résultats similaires pour 
les nombres réels négatifs ^ * ). 

Remarque II, — 11 résulte de là (*♦ et, par exemple, des for- 
mules ( 94 ) à (i2i;, que Ton étudiera tous les nombres transcendants 
réels en étudiant tous les nombres qui sont racines des équations (94), 
^lo^), (i I4 ) ou 1 1-24). Les formes 1 1 14), et surtout (1^4), où les séries 
sont très rapidement convergentes, sont particulièrement avanta- 
geuses, car on les manie beaucoup plus facilement que les séries (1O4) 
par exemple. Ainsi, dans le cas de 1^124). on a sans peine, dans des cas 



(*) On voit, avt-c la lerminologie de M. Caotor {Théorie de* ensembtes)^ que les 
fondions enlières/(x) à cocfficienls rationnels, dont un nombre donné réel, alf:é- 
briquc ou lr«insceiulanl. esl racine, forment un ensemble iiyant la puissance du cofi> 
tinu. Ceci est de plus évident a priori p*>ur un nombre rationnel a, car, en multi- 
pliant la sérit» /{x) p^r x — a, on obtienr une série ayant a pour racine. On le 
verrait de uième a priori pour un nombre algébrique. 

(*) Les liuiites ûxécN pourrf.^, ^vermeltent de définir une catégorie de séries ayant 
pour racines tou< les nombres réels de valeur absolue ^ Z. Z éunt un nombre po- 
sitif choisi arbitrairement. 

Les lecteurs au courant de la terminologie des fonctions entières (Note I à la fin 
du Volume ") voient que (10, >, (ii^^^, ^la») sont des fonctions entières d'ordre i, d'ordre o 
et d'indice k\ ou d'onire o et d'indice infini, d'une forme spéciale; c'est-à-dire que, 
par eiemple. il y a d'iiutres fonctions d'ordre 1 que les fonctions (10,). Ceci prouve 
que l'on peut définir tous les nombres transcendants réels comme racines de fonc- 
tions entières à coefficients rrfU«>nnels. ou même, d'après 3/). qu^nd ^, <i, de séries 
non entières à coefficients entiers, dune infinité de manières. En particulier, d*a- 
prè> vu, K où /\l) est ce que j'ai appelé une fonciion çu€ui-€Ugébriçue à cause 
de ses analogies ^vec les jH-ilynomes, on voit que les racines des /onctions quasi" 
ais^ebriques comprrnnent totês les nombres trxtnscendanis réels. 

En supprimant dans le> dénominateurs de ^n.^^ et ^li, les déposants p, ..., p«, 
5^/ — i' on obtient un mode de représentation analogue. 

Enfin, on \^ul montrer que. parmi 1rs fonctions/ ^J "•. il y en a qui ont une infi- 
iii»e de *^^fficienis d ^ o, même si ;, n'est pas transcendant, par exemple quand ^^ 
est un nv>mbre rationnel. 
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étendus, comme je Tai montré ailleurs, une valeur approchée des ra- 
cines de f{x) et un certain nombre de leurs propriétés. 

Ces résultats paraissent dignes d'intérêt. On sait que l'étude des 
nombres algébriques, c'est-à-dire des nombres racines des équations 
algébriques à coefficients rationnels, se ramène à celle des racines 
d'une catégorie spéciale de ces équations, à savoir de celles qui sont 
irréductibles. On voit dès lors que, si l'on veut essayer d'opérer dans 
la théorie des nombres transcendants et des équations transcendantes 
une simplification analogue, supposée possible, on aura sans doute à 
choisir une catégorie très spéciale d'équations transcendantes jouant 
un rôle analogue à celui des équations irréductibles. Je reviendrai 
plus loin sur ce point (Chap. Xll). 

Remarque III. — La plupart des séries considérées dans ce Cha- 
pitre ont leurs coefficients de même signe; mais rien n'empêcherait 
de prendre des séries à termes positifs ou négatifs, le signe du /?•*"•« 
terme étant fixé a priori. 

Je procède par exemple comme à propos de (i^ fe/.ç), p. 68, et je 



En effet, je reprends la formule ( 3j bis) de la page 68, où je suppose !^, =^/? • <i, 
q, p entiers premiers entre eux, les ^- étant tous premiers à ^; on a 

S'il n'^ a qu'un nombre limité des d^ qui soient ^ o, on devra avoir, pour une va- 
leur de ij 

d'où 

8. = ^i^x99UiP~'^ ^i-iPÇ~' = rf.?7* -+-^.+l9?/V^P"'• 
Le deuxième membre est une fraction qui n'a pas g nu dénominateur; donc e,_, 
est une fraction irréductible dont le numérateur est divisible par 7, comme £■; et 
ainsi de suite : t^ est une fraction irréductible dont le numérateur est divisible 
par g; on aurait 

et le second membre sérail une fraction irréductible dont le dénominateur est pre- 
mier à gj résultat absurde. Donc : 

Quand Ç, est rationnel^ réel et positif , et égal à g p~^ < i» ^ premier aux 9,, le 
développement ( 3^ bis ) est indéfini. 

On voit de suite qu'il en est de même quand un des facteurs premiers de g ne 
divise aucun des 9^. 
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pose, Ç| étant positif < i , 

6/ÎT* = ^/+i ?7hÎi — ei+i , «/+i positif, c/J+j entier, 
^i+i — 6/4-1 ?/-Hi = s/Çt* Ç/-H1, £/+i Ç/-H1 < Il 8/Ç7» o/^i -4- 1 > rf{+, ^ 6/Ç7« o/H-1, 

d'où 

On peut opérer de même sur e',^^^, de façon à avoir au choix 

soit comme on vient de le faire (cas du signe — ), soit comme on l'a 
fait pour (14 bis) (cas du signe H-); et ainsi de suite. On arrive à une 
formule analogue à (14 bis) : je n'insiste pas. 

Comme tjpes de séries de ce genre, je citerai les séries 

sin:r = ^---+-^~..., 
x^ x^ 

qui peuvent représenter un nombre quelconque < i ; pour x = ntz 
ou TT, sin^rou coso: est nul, et l'on obtient des équations ana- 
logues à (1O4) ayant pour racines les nombres transcendants (*) rnz 
2/1 -+- 1 

ou TT. 

•1 

2" Nombres transcendants quelconques, — Je me bornerai en 
principe, à propos des autres modes de représentation d'un nombre M 
à l'aide d'un nombre Çi ou des autres catégories d'équations dont Ç| 
est racine que j'indiquerai maintenant dans ce Chapitre, et qui sont 
analogues à (14) et (94) par exemple, au cas où Ç| est réel. 

Mais j'attache assez d'importance aux résultats obtenus ici pour 
croire utile de montrer que l'on a encore un théorème analogue au 
théorème II4 et à son corollaire quand Ç| est imaginaire. Je suppo- 
serai pour simplifier les ©i réels. 

Je prendrai encore en général, comme à la remarque 1, 

Si ÎT* = ^i-hl ?7+i -^ 6/+l> 
(*) On verra plus loin, au Chapitre I\, que ic est transcendant. 
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c'esl-à-dire que je délermine rfi+i, de la forme /i^\ -^ gi^\\/ — i, 
avec y,.,.!, gi^i entiers, de façon que 

ail son module aussi petit que possible. Si 
on pourra prendre 



9. 



d'où 



/a 
! rf/^. I ^1 e/îr' ?/^. I -+- J <?i±llll I Çji I ^ -L, 

en admettant qu'on ait déjà établi, par un raisonnement d'ailleurs 
identique au précédent, que | e/ 1 ^ (ç/y/a )~*. 

Ceci réussira toujours quand | si I < i , et aussi, pourvu que T] J^'f 7* 
soit une fonction entière, quand | JJ J >► i . Je n'insiste pas. 

Théorème III,. — SoU '^/ un entier réel fonction de i et tel 

^1/e^.r'ç/* soit une fonction entière : tout nombre algébrique 

ou transcendant Ç,, réel ou non, est racine dUtne équation de la 
forme (94), où les di sont des en tiers y réels ou imaginaires, avec 

irf/i^\/i?i?7J,i;rM + v^. 

Tout nombre réel ou imaginaire est représentable par une 
formule analogue à (i 4 bis), p. 68, où les di sont des entiers réels 
uu imaginaires satisfaisant à la condition ci -dessus. 

Soit encore /(Ç|) = o cette équation (*), dont Ç| est racine; on 



(*) Je suppose ici, aussi bien que dans Ténoncé du théorème III(, que l'équation 
'( Cl ) = o a été obtenue en prenant la repi 
formule (3^), corollaire I4 du théorème I^. 



/((;,) = o a été obtenue en prenant la représentation de - à l'aide de ([,. Comparer 
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aura 

où P et Q sont des séries en z k coefficients rationnels réels, les 
coefficients de z"~^ y étant de la forme S,,?^*, S^?^* respectivement 
avec 8;,, 5^, entiers. 

La quantité conjuguée de IJi est racine de 

<p(z) = I -»- F^ — /— I Q z 
et 

!Ji est ainsi racine de la série à coefficients rationnels F(3), dont le 
terme indépendant de 3 est i ; on a 

i-h Pz =i-h aiZ-\- a^z^-h. . .-h anZ'*-^, . ., 

Le terme en z" dans F(2) a pour coefficient 

ian-\-ian-\ax h- •ia„_,ai-+-. ,,^ib„^xbx -+- 26„_jôj|-+- 

C'est une somme de termes de la forme ô,p~* et o'o~^jOj\ où o, 
o' sont entiers réels, l'^j^n — i. Si j'astreins alors le dénomi- 
nateur On-j^j à diviser o,,, le terme en 3" sera de la forme o"^"* z"^ 
où ?' est entier réel. 

Ceci est bien le cas : i" quand on prend o,t = nl: 2" quand on 
prend pour o^ les valeurs bh{ny ou b„{ny"^ comme dans (ii*) 
et (124 ), avec ^ ^ 1 , car 

bf.in):-'* = 6P'»''i-«"»'. 

et 

nbk-x{n)'^{n — j)bk-\{n — j) ^ j bk-\{j). 

En effet, ceci a lieu pour A* = 1 ; quand A" ^ 2, 
bk-'i{n)^ibf,-\in — \), 
comme on le vérifie sans peine pour A* = 2, 3, ... (6 est entier ^ 2 ). 



NOMBRES TRANSCENDANTS RACINES DE SERIES. 77 

Corollaire. — Tout nombre algébrique ou transcendant, réel 
ou non, est racine d'une équation analogue à (94) à coefficients 
réels, où les di sont des entiers réels cons^enables, positifs ou 
négatifs^ quand les ç/ satisfont à la condition que <fn~i^i di- 
vise ff„(i^o^ f 0= i)' C^st en particulier le cas quand 

0/ = « !, ou 9/ = bk( i)9\ ou <p/ = bi( i)9', 

comme dans les équations (1O4) à (124). 

Bien entendu, ici, /(s) et F{z) sont des fonctions entières. 

Fonctions quasi-entières. 

Soient ^0(3), ^1(3), ..., <j^A+i(3) des fonctions entières (Xr^o), 
Aa, Aj, .. ., Xa+i k nombres distincts et ^ o. Par définition, j'appelle 
fonction quasi-entière à k -^ 2 points (*) singuliers essentiels 00, 
Xi := o, A2, . . ., 'kk^^ la fonction 

(.3.) ^,a.,^4,.(l)^^,(_L^)^...^^,..(_l_). 

Je ne puis justifier ici cette dénomination basée sur les analogies 

profondes qui existent enlre ces fonctions et les fonctions entières. 

Je suppose maintenant que chacune des fonctions '!^j{z) soit de la 

forme N^ 5'ç"/, où Oy/, qui varie avec i, et peut varier ou non avec y, 

1 
est entier et assujetti à la seule condition que '}y(5) soit une fonction 
entière : un nombre quelconque Nj est de la forme 

N>=A„-f-/y(îy), 

où Aq est rationnel, et 

îy=î» siy = o, ou ^j= r T"' siy>o, 



(*) Le point X. est le point du plan des z complexes qui représente la quantité X^ 
réelle ou imuginaire. 
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d'après les théorèmes II4 el III4 et leurs corollaires. Je pose 

M = No-+-Ni-h...-+-NA^,. 

M étant donné, k 4- 1 des quantités Ny peuvent être choisies à 
volonté. On voit ainsi que tout nombre est d'une infinité de manières 
représentable par 

(.40 M = B.H-/o(i;)-/.(j)-/.(rzb:J^-^/-(rifc:7)' 

où Bo est rationnel, el ÎJ un nombre arbitraire différent de o, î^a? •••> ^a- 
Les théorèmes II4 et III4 s'étendent donc au cas des fonctions 
quasi-entières k k -{- 1 points singuliers essentiels, rationnels ou 
non (Xr^o). Mais on voit que, une fois les ^py, déterminés, il existe 
encore une infinité de représentations d'un même nombre M quel- 
conque (•). 

J'énoncerai le résultat obtenu dans le cas où Xr = o, ^oi:=ç,|, 
M = I , s réel >► o, sous cette forme : 

Théorème IV4. — Soit ^i un entier fonction de i et tel que 
y' J7'<p7* soit une fonction entière : tout nombre réel positif X^ est 
racine d^une infinité d^ équations de la forme 

où Dq est rationnel < o, di entier positif < ç/^i o^* Ç"', rf/ entier 
positif <^ ©i.|.i oj^ Ç, et dont le second membre est une fonction 
quasi-entière de ÎJ. 

Séries analogies avec conditions complémentaires 
pour les coefficients. 

On peut encore opérer comme à propos de (14 615), page 68, mais 
en prenant pour a la fraction rationnelle ordinaire la plus approchée 
par défaut de e/_iÇ"*, et de la forme (hp-oj^j où rf/, p/, cp/ sont des 
entiers, p/, cpi étant donnés a priori (premiers entre eux si l'on veut) 
pour chaque valeur de i. On a encore 

£/< piÇ/S ^/^-iP/+i< e/ïï*?i+i< P/?/•^-lÇ7*ÎT*• 



(') D'après la terminologie de la ihéorie des ensembles de M. Cantor, l'ensemble 
de CCS représentations a la puissance du continu, les V étant arbitraires. 
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Quand ^:r' pi <p7* est une fonction entière, on obtient, quel que 
soit Çi, pour tout nombre M, une représentation analogue à (i^ bis) 
et (14 ter), page 71, et des formules semblables à (84 bis), (4i bis), 
(94) à (124). L'extension à la représentation de M par des fonctions 
quasi-entières se fait de la même manière. 

Séries avec lacunes. 

Je ne suppose plus maintenant que la série ^:r'p/ 07* (à termes 
positifs pour j: positif) soit forcément une fonction entière ; elle pourra 
même être divergente. De plus, je prends s, réel <C 1 ; les p,- et 0/ ne 
sont assujettis qu'à la condition d'être entiers positifs. 

On pourra encore essayer d'appliquer, pour représenter le 
nombre M, les mêmes procédés que ci-dessus en s'inspirant de ce 
qui a été dit à propos de (14 ier), page 71 : J'écris encore 

El Ç7 * = di-i-i pivi ?7+ 1 -+- Ei-Ki î 6i < ?i ?r * » £i-»-i < p/-»-! ?7+ 1 » 

Si pif*+«?7* ii'^st pas assez grand, il pourra se faire qu'on doive 
prendre di^t = o. Si alors l'on ne peut trouver y tel que 

la représentation n'est pas possible, à moins qu'on ne modifie le pro- 
cédé. Voici ce qu'on peut faire. 

Je prends M — Co^i, Cq rationnel; je pose, nj/ étant un nombre 
réel quelconque croissant avec /, et limny/= 00 pour / =: 00 : 

£0 = M — co = (rfi p, ?T» -H 61 )ï?*, 81 < p, <p7« , 

dipii(M-coKT°'9ièKT'^'?i. 
M — co— €/,p,?7»îf'= e,î7»= (c;,pi<p7»-He,)Ç7«, e,< p,97», 

rfîP,^Pi?r^?«Ç?*~''s 

> 

M - Co - rf, p, ?7* îf • ~. . •- ^/--t P/-1 ?r-S î?*-' = £/-! ï?-' = {di p/çz» -+- 6/ ) îf ', 

Il pourra se faire que l'on doive prendre ^4 = 0, rf2:=o, ..., 
//i_i = o; si ceci a lieu, on aura 
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Si, les Pi et oi étant donnés, Ton a choisi les xsj de façon que 

pour une certaine valeur de i, il faudra prendre di^i. Je suppose 
qu'il en soit ainsi ; on a 



e,ï7'< ^- 



On écrira 



• • • •..•••, 

= e,.-,;7N-* = «Pi.?;;* + e,- )î;7s, 
e/,< p/,?i;^ *.p/.^e/.-,ïr.--''s?i.< p^--,9/.??;i,0"'"''^*- 

Il pourra se faire que Ton doive prendre 

di^x = <^n-j = . . . = û^/,-1 = o ; 
si ceci a lieu, on aura 

Si Ton a choisi les ray de façon que 
il faudra prendre ^,,= i, d'où, supposant qu'il en soit ainsi : 

et (*) ainsi de suite. 

J'admets alors, les py et Oy étant donnés, que l'on détermine les xsj 
par la condition 



(^) Il est évident que le raisonnement peut se continuer indéfiniment d'uoe ma- 
nière identique : on suppose que l'on ait 
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ôy>o étant une fonction donnée dey telle que liin5y= o pour y* =00. 
On peut toujours trouver i tel que 

et (164) a lieu ; de même, si e, ^ o, on pourra trouver f 1 > £ tel que 

(174) a lieu; et ainsi de suite. 
On arrive à ce théorème : 

Théorème \\. — Soient une suite donnée de //actions ration- 
nelles z„^~^ (n = 1, 2, . . .) ordinal f es arbitra ires y 8,, une /onction 
de n positive, arec Hm5„= o pour a = ». Je choisis les nombres 
positi/s quelconques Wn, comme nsurabtes ou non, croissant indé- 
finiment avec /i; de façon que 

Tout nombre N^i peut être mis sous la /orme 

où les d„ sont des entiem nuls ou positi/s plus petits que 

^1 P«- 1 Pn Y/i-i yni 

e/ ÎJi >- O ///i nombre arbitraire réel positi/ •< i . 

11 est à peine besoin de faire observer que ces séries sont conver- 
gentes : cela résulte du mode opératoire employé, car 



et l'on raisonne comme ci-dessus en changeant dans les formules / en /i, i. en /i, 
(/ii> /i). On a encore 

ce qui assure la convergence de la série obtenue (184) 

M. 6 
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/iemarr/ue. — On a 
Uès que // est assez grand, 

avec S2 fixe <i. Donc la série ^^"f"?'»'^^'* ^ ^^^ termes plus 
petits que ceux de la série X ^7"i ^^s que n est assez grand. On esl 

sûr de la convergence de celte série dans des cas étendus, par exemple 
si ny,^ — W//_i est entier, ou limité inférieurement et >>o; cette con- 
dition sera en particulier réalisée si ^,i"^J,* croît très vite avec /?, car, 
d'après (174 bis), 

( Wn — Wn-x ) log' I -h 0;, ) è log( pn ?^Mi 

et même si, dès que n est assez grand, 

?/i9«* = 1 -+- T' 7 fixe >o quelconque. 

Corollaire. — Tout étanl posé comme au théorème ci-dessus, 
tout nombre <C » ('sf racine d'une série de fa forme 

(194) o = — I -h</ipi?7':rcy,-h...-h dnOn'in^or^-^^^- (M. 

Fractions continues. 

La marcne à suivre ))our former des fonctions /(x) représentées 
par des fractions continues, et dont les racines sont transcendantes, 
est plus ou moins analogue. 

Je me donne encore les entiers positifs c, et cp/ fonctions de i^ je 
prends un nombre N quelconque réel positif au plus égal à 1, et je 
pose 

N = £ô', £.^1. 

Soit T3,t un nombre réel >> o quelconque fonction de n, JJ un 
nombre donné réel et positif. J'admets que, parmi les nombres xn^, 
cs^i . . ., on puisse en trouver un nr/ d'indice aussi petit que possible 



( ' ) Ce théorème et son corollaire comprennent implicitemeni plusieurs de ceux 
qui précèdent : ainsi, quand p„=i, ?„>i, <>n peut prendre 6„=o, cj„ = o,^, -h 1 . 
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et tel que 

(20fc) eoÇ-^'= ^/P/07' -+-S7S di-;L\, e/>o, 

di étant le plus grand entier contenu dans eoîî"^«>pip7* . On aura 

£7*<pi?r*» e*>?/p7S 6/Ç-°'><piP7'Ç-'''^ ^/?,<p7»Ço.> ^^ -. 

Alors 

N = i : Eo = I : €/;p/(p7* ç«^.-»- 1 : e/Ç-^.. 

Je suppose maintenant que, parmi les nombres ©1+,, nj/^21 •••? 
on puisse en trouver un nj,^, d'indice aussi petit que possible et tel 
que 

(21O e/Ç~"'~^'.= c^,^p/,ç7/-f-e7.S ^/.^i, 6/,>o, 

rf,^ étant le plus grand entier contenu dans £|!J~^'~'^'io,^p,^' . On aura 

N = I : d,p,oT^ î^«-+- 1 : <pi\<piV î^''-^- ' : e/.C^''; 
et ainsi de suite. J'admets qu'on ait 

'là > ?u pïi* , e/k ?"''•* > ?/i pi'k* r'''^ £n-, Ç"''''- ~^'* = ^à P'k ?/>* -+- er/ , 

(^^o ^i.Pa?7k^ç'''*> ^e,,_.r'''*-'> :^?,k-.pr.i,r^'*-, 

puis je suppose que, parmi les nombres ro^j^^,, nj,^^,, . . ., on puisse en 
trouver un, «1,^^^ d'indice aussi petit que possible, et tel que 

< 23t ) e/j Ç-^'»-'''W. = di,^^ p,^^. 97kl. -^ eâl., *k^.â i , en.. > o. 

On obtiendra encore les inégalités précédentes, où A* est remplacé 
par Xr -+- I . Si ce raisonnement peut se continuer indéfiniment, on 
obtiendra 



84 CHAPITRE IV. 

Il reste à préciser des cas où ce procédé peut effectivement se con- 
tinuer indéfiniment et où la fraction continue obtenue est conver- 
gente, C'est-à-dire où 

tend vers la limite N quand k croît indéHniment. Je me baserai pour 
cela sur un lemme établi antérieurement et dont je rappelle l'énoncé 
(Chap. I, n» 3) : 

Siy à partir d^une certaine valeur v de n, le nombre positif an 
est ^i^ la fraction continue 

1 = I : a,-»- I :aj -+-...-*- I '.a^-r- 

est convergente. 

Pour que N converge, il suffira que, à partir d'une certaine valeur 
de Xr, on ait constamment 

d'après (244); il suffira donc, d'après (224), 

Je supposerai toujours que, les p„ et ^^ étant donnés, on ait choisi 
les Wn de façon que 

à partir d'une certaine valeur vç de w (*). On aura alors, d'après 

(224), 



(•) Avec cette hypothèse, on peut prendre 014=13,^,, o/, = 13,.^,, On pourrait 

se contenier de supposer rinégaiité (264) satisfaite pour une infinité /i,, n,, de 

valeurs de n. On aurait alors à prendre 

O, = O/l,, 0|j = O/i,, 0|, = O/i,, .... 
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La convergence est alors assurée. 

On peut indiquer un certain nombre de cas où (264) a sûrement 
lieu. 

I" La série 7,Pn97i* C'^" est convergente. Si, en particulier, cette 
série est une fonction entière, c'esl-à-dire converge quel que soit s, 
(264) et (244) ont lieu, quel que soit J^ > o, pour n ou /^ assez 
grands. 

2** Si Ç est quelconque ^i, il suffît pour /i >'v(v donné), <p„^ 2 p„, 
xn„ quelconque > o, par exemple t3„= 1. 

3" Si Ç<!i? il suffît cp/i^p«, avec ny,, croissant indéfiniment en 
même temps que /i. 

4® Soit Ç <; I .* les p„ et îp„ étant quelconques, je détermine les Wn 
croissant indéfiniment avec n de façon que 

i„> o étant une fonction arbitraire donnée de n telle que limSn= o 
pour n = GO, On a alors 

(i -f- 8,1 )Ç tend vers Ç quand n croît indéfiniment, et, pour chaque 
valeur de Ç, à partir d'une certaine valeur de /?, 

{•264) a lieu. 

Ceci posé, j'admets donc que (264) ait lieu à partir d'une certaine 
valeur de n. Il ne reste qu'à vérifier la possibilité de former la suite 
des égalités (204), (21 4), (234). 

eo étant ^ i , ( 264 ) montre que ( 204 ) sera possible pour une certaine 
valeur de «=vç; alors 

et (26,) montre que (214) sera possible pour une certaine valeur (*) 



(') Si l'on spécifie la valeur de !^, il suffit que i, ^vr; mais, si l'on envisage une 
catégorie de valeurs de C, comme celles que nous avons considérées, vr pourra 
dépendre de ^, ei Oy prendre des valeurs aussi grandes (|u'on veul pour des valeurs 
convenables de Ç, par exemple si lim^^p-* = 1 pour /i = oc, et JJ très voisin de i, 
avec Ç <i. 
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de li (ici /, = z -H I , ik = * -H ^) en particulier, si z„ »"*£-> Ç ^ i , on 

peut prendre gj/ et gj,^ arbitraires, par exemple au moins égaux à i j 
et ainsi de suite ; si 

(261) montre que (234)' est possible pour une certaine valeur de 1*4.1- 

C. Q. F. D. 

On arrive finalement au théorème suivant : 

Théorème VI4. — Soient pn^n* {n = i, 2. .. ,) une suite donnée 
de fractions rationne/les réel/es positiies arbitraires, N un nombre 
quelconque positif 1 1 , tïj„ un nombre positif quelconque > o et 
fonction de n, "^^ o un nombre réel arbitraire. 

J^ ad mets qu une des catégories de conditions suivantes soit réa- 
lisée : 

I** La série \]?//?^' î^* ^st convergente pour une valeur donnée 

1° Cette série est une fonction entière de !J, c^est-à-dire con- 
verge quel que soit I^; Ç peut prendre toute valeur positive ; 

3° Pour /i >• V (^v donné), ^i,>2s„, tu,, quelconque >> o, par 
exemple ts„= i: ^ peut prendre une quelconque des valeurs ^ i; 

4'' Pour /i>'V (v donné), f/t=p/i, ^n croissant indéfiniment 
avec n : ^ peut prendre toutes les valeurs <C 1 : 

5° Les Pu et ^„ étant absolument quelconques (positifs), on 
détermine les m,t croissant indéfiniment avec n de façon que 

o„ >► O étant une fonction arbitraire donnée de n telle que 
limo„=o pour /i = x; IJ peut prendre toutes les valeurs plus 
petites que i. 

Alors, N /'Cut se représenter par la fraction continue conver- 
gente 

N =i:£fip,çr»;GT.^-...-Ki:rf,«pm?m*;'^-— .-., 

oii dn est un entier > o satisfaisant à C inégalité 

(*n ^ --^n^n-Xfn ?m-i «» " •^*=r'»rn -» "» 

i pouvant dépendre de ^. 



NOMBRES TRANSCENDANTS RACINES DE SÉRIES. 87 

On pourra spécitier, d'après ce qui précède, des cas parliciilière- 
inenl remarquables où Ton peut prendre tu,, = ro = const., ou d^autres 
cas inléressants. Voici des exemples : 

I" ^?n'fJi* converge : ^^^?tt'^7/ converge quel que soit ^; on 

peut prendre ny,, = m quel que soit JT. De plus, ici, da est 

un entier > ^^^n^n-iPTi^ ?nli^-^'^^9n?n^ ^'^^ 

et croît indéfiniment avec n. H en est de même quand limp,,-^,^' = o 
pour n = X). 
2*» On a 

dès que n^i et ÎJ'^i; on peut prendre nT„ = nT arbitraire (ny = i si 
l'on veut), 1 = 1, it= 'à, . . ., et 

En particulier, on peut avoir p„ et »,/ indépendants de // ; soit 

Tîj = I, C = 2Çi, ?«=:' 'i?n=^a* 

on a 

(290 N = I :fl^,Ji97»;, -^...-^-i :rf„7«'f„';i-^.... 

Soit, par exemple, '^„ = 20,,= (t,, : 
( 3ov ) N = I :</,:;,-+-... -h I : c/„ ç, -h ... , 

où 

^«>?/i?;V;-"=ïS-' = ?T'' ^// «entier >;i>^'2; 

(304) peut encore s'écrire 
OÙ rf„ entier >• 2. 
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Corollaire I*. — Si les fractions rationnelles positives ^n'^V 
sont telles que limp„cp7/ = o /*our n = cc^ tout nombre N ^ i est de 
la for me 

oiiX^ et Ts sont des nombres positifs arbitraires, i un nombre qui 
dépend rfe Ç, nr e^ N : i crott indéfiniment avec Ç, et rentier d„ 
avec n. 

Tout nombre N^i est encore d^ une des formes (284), (294), 
(3o4)om(3i4). 

Remarque, — En faisant N = i , on obtient des catégories de 
fractions continues dont tout nombre transcendant réel, soit ^ 1 , 
soit «< I , soit 1 -> est racine. Je me contenterai, à titre d'exemple, de 
signaler ces énoncés : 

Corollaire II4. — Si la fraction rationnelle réelle positive 
arbitraire ^n^~n 'i fonction de n, est telle que limp„'w7/ = o pour 
Al = oc, tout nombre positif !J est racine d^une équation de la 
forme 

où 

/{x) = i :dipi^l^x^-^i :.. -h I :rf;,p„ç-»arCT-i-...^ 

pour une valeur convenable de i, rs étant donné >o (entier ou 
non), df, entier croissant indéfiniment avec n. On a alors 

Corollaire III4. — Si la fraction rationnelle réelle positive 
^n'^'n ^ fonction de n, est<-^ tout nombre positif Ç^i est racine 
d^une équation de la forme 

/i(:r) = i, 
OÙ 

fi(x) = 1 :c/,p,ç7».rGy-4-i :rf,p,<pï»a?cï4-...-+-i :rf„p„<p;;»j-cy-f-..., 
oLn entier, w donné >- o. On doit prendre alors 

^'°>^n9n'dn\ d, > ©„ p"» ;-CT> 2. 
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En particulier j on pourra choisir 



/,(iF) = I :— î — K I : -- — H...-»- 1 : h.. ., 



e/ il faudra 



Ç> 2rf„ , dn> a. 



Quotients de séries ou de fractions continues. 
Fonctions méromorphes et quasi-méromorphes. 

Soient M un nombre quelconque, et M^M^M"*, où M, est un 
nombre arbitraire, et M2=: M« M"*, Ç un nombre donné. On pourra, 
diaprés ce qui précède, représenter M| et Ma à l'aide du nombre Ç 
par des séries, des fractions continues, des fonctions entières ou quasi- 
entières : M se trouvera représenté par le quotient des deux expres- 
sions de M| et M^. 

On appelle /onction méroniorphe F(j:) de x une fonction 
F=/«/^* quotient de deux fonctions entières; une fonction quasi- 
méromorphe sera de même le quotient de deux fonctions quasi- 
entières. On voit que Ton peut toujours représenter M à l'aide d'une 
fonction méromorphe ou quasi-méromorphe de Ç d'une infinité de 
manières. 

Ce qui précède permettra de préciser en cas de besoin : je n'in- 
siste pas. 

Représentations plus compliquées. 

Je considère une suite de nombres M, M«, Ma, . . ., Ma, . . ., et je 

représente M à l'aide de M|, M| à l'aide de Ma, M sera, par 

exemple, une fonction entière de M|, M« une de Ma, On a 

M=/(MO; 

si je substitue à M| sa valeur en fonction de Mo, à Ma sa valeur en 
fonction de M3, .. ., j'aurai une représentation de M à l'aide de M^. 

En terminant ce Chapitre, je prierai le lecteur de m'excuser d'avoir 
donné des cas aussi variés de séries ou fractions continues ayant pour 
racine un nombre donné arbitraire. La question m'a paru bien inté- 
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ressante : cette multiplicité d'exemples montre combien l'élude des 
nombres transcendants considérés comme racines de séries à coeffi- 
cients rationnels est un problème mal défini, au contraire de ce qui a 
lieu pour les nombres algébriques considérés comme racines d'équa- 
tions algébriques à coefficients rationnels. 



CHAPITRK V. 

FONCTIONS GÉNÉRATRICES DE NOMBRES TRANSCENDANTS. 



Préliminaires. — Les résultats précédents par lesquels j'ai montré 
la possibilité de représenter un nombre par une série ou une fraction 
continue à coefficients rationnels, où la variable a une valeur !J 
donnée, comportent une contre-partie non moins intéressante rela- 
tive à l'étude des nombres représentables par une série ou une frac- 
tion continue donnée (*), quand la variable prend une suite de 
valeurs, par exemple toutes les valeurs rationnelles ou algébriques. 

Je commence par rappeler les formules (u), (24), (24 bis)^ {^h)i 
(44), (64), (74), (14 bis), (14 ter), etc. 

Si je prends en particulier dans (14) ^1 = — > ou dans (64) !J = 10, 
j'obtiens la représentation décimale bien connue du nombre M. 
Mais les autres formules me donnent une foule d'autres représenta- 
tions : je vais m'occuper particulièrement du cas où !J est entier ou 
rationnel ordinaire. 

Dans ce cas, les formules (14) et (64) me donnent une première 
représentation ; d'où ces résultats : 



(') Soit /(a?) = A^H- A,a7 -h. ..-f- \„a;"-i-. .. une série à coefficienis raiionnels, 
convergente pour | j? (< p, par exemple; donnant à x une valeur rationnelle - telle 

que I J? I < p»/{ — ) sera, par définition, un nombre dont /{x) est la série ou une 

série génératrice, La question se pose ulors de savoir quelle est la nature des 

nombres /| — j; on peut aussi envisager la même question pour une catégorie de 

séries /{x). De même si a?, dans /{x)y est un nombre appartenant à une espèce 
bien détinie de nombres, comme celle» des nombres algébriques ou des nombres de 
Liouville. 

On trouvera des «léveloppcments étendus au sujet des fonctions génératrices de 
nombres transcendants dans mon Mémoire du Journ. de Math., i()o4f intitule : Sur 
les fonctions monodromes et les nombres transcendants. 
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Les séries convergentes à termes positifs 

/ X P P"* 

(U) CO-+-C, J^...^c,^^..., 

où — est rationnel donné et positif <Z i, Co entier quelconque, a 

entier £E( — j> peuvent représenter tous les nombres positifs pas- 

sibles, quand les Ci prennent toutes les valeurs iE( 2.\. 
// en est de même des séries 

«»(f)"'-^«.(f)"'"'^---^«'"^'^'(f) +•••+«'■ (f)"^---. 

où m prend toutes les valeurs possibles, et où les ai et a sont des 
entiers prenant toutes les valeurs possibles ;IE( ^)- 

On verra sans peine que les nombres M, dont la représentation est 
périodique, c'est-à-dire où les c, reprennent périodiquement les 
mêmes valeurs dans le même ordre à partir d'un certain indice, sont 

des nombres rationnels (si Ton prenait, au lieu de — > un nombre algé- 
brique, ces nombres seraient algébriques). 

On obtient des résultats similaires avec les formules (i* bis^ et 
(14 ter) en faisant Ç, rationnel quelconque. A titre d'exemple, je fais 
en particulier J^^ = i, et j'obtiens cet énoncé, conséquence du corol- 
laire du tliéorème II* : 

©I étant un entier fonction de i, et 21-^'?7* une fonction entière 
de x^ tout nombre réel positif est de la forme 

où di^x est un entier plus petit que 'fi+«y7*, ^'o'fi* f^^e fraction 
rationnelle, 

La série f{x) =^^ditfj* X' est une fonction entière, et tout 
nombre réel positif est de la forme /(i). 

De même, ^ étant un nombre rationnel donné, tout nombre réel 

positif est de la forme /( — ) avec di^^ «< '^|^.| çp7* qp-^ . 
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Cette fois, si la suite des di est périodique, /(i) peut parfaitement 
être transcendant; exemple : ,p/=f!; 

•^ ' I 1.2 l\ 

et l'on sait que le nombre e est transcendant (* ). 

Dans le cas des fractions continues, on aurait des résultats simi- 
laires par application du théorème \\^ et des formules et corollaires 
qui suivent. Pour retrouver le tiéveloppement d'un nombre N > o 
en fraction continue arithmétique ordinaire fir© -h i \a^-\- \ \ flr2-+-. .., 
où les Gi sont entiers, il convient de se reporter aux formules (204), 
(214), (284), où Ton fait !î= i, p/= 'f/, car la formule (264) n'a pas 
lieu avec ces dernières hypothèses. 

Il est intéressant de remarquer dès à présent que la nature arith- 
métique des nombres représentés par les séries (25) peut être en 
reiatiim simple avec la croissance des cp/ et des di. Je prends par 
exemple 

f(x) =2'^?7'^S ?*= f>kU)9i 

[formules (i» bis) et (1 I4)], et o£^/|^o, étiint un nombre positif 
fixe. L'application du théorème de Liouville (Chap. II, p. i3) à 
f{pg~^) considéré comme limite pour n = 00 de 

n 



/*q~* étant rationnel !> o, révèle rapidement, quand A* 2^ 3, que 
/{pç~^) est un nombre transcendant de Liouville. On verra plus 
loin une démonstration, avec extension, de celte propriété (p. io5). 
Ceci m'amène à chercher si Ton peut définir des catégories 
étendues île séries à coefficients rationnels qui ne prennent en 
général [la valeur x = o étant toujours exceptée), pour x rationnel, 
algébrique, etc., que des valeurs transcendantes. 



(') Voir plus loin (Chap. IX). 
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Fonctions génératrices f{x) de nombres transcendants. Cas 

où X est rationnel {réel ou non), — Les suites (i^) de la page a^, 

formées de fractions rationnelles ayant pour limite un nombre 

transcendant réel ou non ç, conduisent à des séries génératrices de 

nombres transcendants, comme on va le voir. 

Soit 

I„=P„Q-i 

et 

f{x) = I, -H ( I,— r, )a:- -h. . .-h ( In— I«-i )ir''-» -h. . . ; 

y*(i) a précisément pour limite $, car la somme des n premiers 
termes de la série est I„ !/(i) est transcendant. 

Je vais indiquer des cas étendus où /( — ) est transcendant quand 

— est rationnel. 

J^admettrai dans ce qui suit que les I„ satisfont, à partir d'une 
certaine valeur t' de /i, aux conditions ci-après : 

\° On peut toujours supposer que les Q„ vont constamment en 
croissant, si Ton ne conserve parmi les 1« que des fractions ayant des 
valeurs distinctes, et telles que 

où \n> '>f Q// = 2; alors, en efl'et, 

|I„_^,-I„|^Q->»H-Q-irS 

si Q«+< = Q«, 

Q;;» ^ |ï„-Hi- In |< 2 Q«^ 
d'où 

ce qui est contradictoire ; donc 

Q/,H-l>Qn. 

2** Q,, allant constamment en croissant, on a 

Qn < Qn-^1, Q;7^ Q«i, = I 1,;^1 - I« | ^ Q.i'"' ^ (^Hv'- 

On sait, d'après la définition des suites de Liouville, que, parmi 
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les X„, il y en a une infinité qui sont supérieurs à tout nombre donné 
a priori a; je puis donc supposer qu'on ne conserve dans la suite 
des I„, comme pour (i',), qu'une partie des fractions, de façon qu'à 
partir d'une certaine valeur v^de n on ail constamment X/,^ a. Autre- 
ment dit, je puis choisir ma suite de manière que, jjl„ étant une 
fonction de n convenable, avec \»-H^i = \^n'>^', et limjjL„=oo pour 
/? = co, on ait toujours 

La suite des I,/ étant supposée satisfaire à ces conditions, l'inégalité 
précédente donne 

Alors, puisque 
on a 

^n-^\ — ^n= Kn-Hl— Kn-H log2[( logQ„ )" » — (logQ„H_i )"» ] > o; 

de plus, lim'i«= oo pour n = oo et, à partir d'une certaine valeur t" 
de /i, J^y,>i. 

Finalement, la suite des I«, pour un nombre de Liouville arbi- 
traire, peut être choisie de façon que, à partir d'une certaine valeur t 
de /i, 



(35) , 

( lim<}/rt=x> pour n = 00 

On a encore, pour /i ^ t. 



(*) Voici un moyen simple de former jx„ : on ne conservera dans la suite que les 
fractions L , L , L , ..., en supprimant celles d'entre elles qui ne sont pas 
distinctes. Si L est une fraction conservée, la valeur de u... correspondante pourra 
être prise égale à a + i. 
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On peut montrer que, sous ces conditions, f{x) est une fonc- 
tion entière. 

En effet, chacun des termes de cette série a, à partir d'un certain 
rang, son module au plus égal à celui du terme correspondant de la 
série 

Pour prouver que/(j:) est une fonction entière, il suffît de montrer 
que ^(x) en est une. Or le rapport d'un terme au précédent ^Un^\ u~*) 
est 

dont le module tend vers zéro pour toute valeur donnée de x quand 
n croit indéfiniment : ^{x) converge quel que soit Xj par suite 
au.^si f{x)y qui est bien une fonction entière. 

On peut d'ailleurs indiquer une limite inférieure plus simple 
de Q/î4.« ou, plus exactement, de Q'j^"; en effet, à partir d'une cer- 
taine valeur v de /i, supposée ^t, on a i« >- a, a étant un nombre 
positif choisi arbitrairement a />r/or/. Soit 

.+-•<''-. = «?, 

où e est la base des logarithmes népériens et ^ >• o. 
On a 

.-V,...-V.>e?"""'= «?-"'''"= «'?•«'", 

1 

OÙ Pi = (^r/"^)" tend vers i quand /i croît indéfiniment, et ^1 a vers a; 

1 

dès que n est assez grand, 3, a > -• Si - = e^^ p est aussi petit qu'on 
veut quand a et v sont assez grands et, d'après (4s)> 

(55) Q.^.^Q>>e-'''~', |I«-Hi-Inl<^*''^"' (»). 



(>) J'ajouterai pour les lecteurs suffisamment au courant de la théorie des fonc- 
tions entières que ceci donne en même temps une limite supérieure de Tordre ou 
inférieure de Tindice de/(j:). Cette fonction est d'ordre zéro au sens de M. Borel. 
Avec mn terminologie, qui entre plus dans le détail et est plus complète, on remarque 
que, p pouvant être pris aussi petit qu'on veut pour v assez grand, d'après la for- 
mule (5j) ci-dessus, /(:r) est d'indice ^ 3 ou intermédiaire entre les fonctions 
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On peut maintenant montrer que f{pq~^) est transcendant pour 
toute valeur rationnelle pq~^ ^ o, réelle ou non. 

En effet, soit v, la plus petite valeur de n telle que J^v,= ^> ^ étant 
un nombre positif dont on précisera la valeur plus loin, et 

On a 

f{x)-f,{x) = i, -4- (lî- I,):r -4-. . .-h (Iv,- rv,-i):rv.-t _ Iv.arv.. 

Pour montrer que f{pq~^) est transcendant, il suffit de faire voir 
que f\(pq'^) l'est, cslt /(pq~*) — /« (pq^^) est rationnel. 
Je pose 

<6j) Q;=Qv,+i...Qn-hiç" (^récl). 



entières d'indice 3 et d'indice 2 [c'est-à-dire d'ordre (0,2,0) ou (0, 3, qo), comp. 

an. — 

Journ. de Math., 1904, p. 287]. En effet, er^ > («***)' pourvu que c^> - c", ce qui a 

lieu, dès que n est assez grand, si petit que soit le nombre fixe 9. 

Je rappelle à cette occasion qu'une fonction entière 7 a^j:** est d'indice ^Ar et 

1 
^l'ordre £(0, Ar, 0), quand l'on a, à partir d'une certaine valeur de n, 

si petit que soit le nombre positif e fixé a priori. On suppose (o, Ar', p') < (o, A:, p) 
dés que k''>kj ou A'' = k avec p'< p. 

Je remarque ici incidemment que l'on peut simplifier un peu la notation de l'ordre 
dans ma terminologie. Une fonction entière d'ordre ^(x» P) «"vec X = ^ ^^t une fonc- 
tion entière pour laquelle 

à partir d'une certaine valeur de n. Posant encore log/i = «_,(«), on pourra 
étendre cette définition au cas où l'on a ^ < o. 

Soit X = —A', A->o; la fonction sera d'ordre 1(— A:, p) si l'on a 

ceci revient à poser (— Ar, p) = (o, Ar, p), et (— k'^ p') < ( — k, p) dès que — Ar'<— Ar, 
ou — Ar' = — A: avec p'<p. La formule {g) ci-dessus est alors générale. {Comparer 
avec la classification des fractions continues arithmétiques, chap. I, n" 10 et voir 
note 1 à la fin du volume.) 



98 CHAPITRE V. 

La somme des n — v, H- i premiers termes de f\ (pq^* ) est 
OÙ P,', est entier. On a, d'après (45), 

( Xn=\/i(pq-n-K\è\ln^t-K^l\\pq-'\"^'-^^.. 

Dès que n est assez grand, d'après (85 ), 
et, puisque 

i/>^-MQnîr<î' 

dès que n est assez grand, 

(8s) A,<2|/>y-i|-tQ-^-.., A-i^i|y/>-i|-iQj:- 

D'autre part, d'après (85) et (65), 

(9.) Q,<^„Q._^^^^v.K'.VTi,-...-.-!'ri-;ri....+;;V.. 

Pour démontrer la transcendance de/t (p(J~*), d'après le théorème 
de Liouville (Chap. II), il suffira d'établir que, quel que soit a^ choisi 
arbitrairement > 1, quand n est assez grand (*), 

Q;r»<A;ïi. q;,<a-'^\ 

(') Le raisonnement qui suit établit en réalité que /t{pg~*) ne peut être algé- 
brique; il montre en outre que, si /i{pg~^) est rationnel, on a, à partir d'une cer- 
taine valeur de w, 1'^= /i(/>7~')» ce qui est absurde, puisque, /i( a?) ne se réduisant 
pas à un polynôme, on a, pour une infinité de valeurs de n, 

V :X V 

Par conséquent/, (^7-*) est un nombre transcendant de Liouville. 
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OU, a fortiori, d'après (95), que 

(.0.) Q'-f -••-^«■••■-^'^v.^„< ^i iy^_,|^,Q;i;...yr' 

Je dis que 

quand n est assez grand, \ étant positif arbitraire >- o et <Ci. En 
effet, il suffira 

(1I5) B„ = l -l-^v.-hl-H...-+-4^v.^i...4'/i-i-+-K-»-i---'l''»-i%<(ï^-^)4'v,+i---4'«- 

Or, par hypothèse, ^^^^6; je prends 6, qui n'a pas encore été fixé, 
égal à la plus grande des deux quantités 2X~' et 4^i« On a, pour 
/i = v,-f- i, 

Bv.+i = I -h d/v,-|.i < ( IH- X)<};v.-i-h 

car le dernier membre est ^ 'iv,+i 4- 2. D'ailleurs, si (i 1 5) a lieu pour 
une certaine valeur de /i, on a 



or 



donc 



H^^v.^,. 


..^n..y<^. 


t4-l.. 


'^n-.^( 


I-t- 


IH-X 


i-hX^ 


(i-hX)X 

2 


Xî-h 

2 


-^<x 


» 




B/i-i-i 


<(H-X)^v,+i.. 


■^n-^U 







)■■ 



ce qui entraine l'exactitude de (1 15) pour toute valeur de n au moins 
égale à V, -I- i . 

Pour établir (1O5), il suffira de montrer que 



ou 



ou encore, si {'^\p\qY'^' = Çi, que 
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Mais 

(125) q'i = e'"»8'/t< es^?< Q;,^, < Q%;«, 

d'après (5 5), quels que soient les nombres positifs donnés a priori e 
et p (par exemple p=:ij, dès que n est assez grand; par suite, 
f\{pq~^) et/(/>5'~*) sont transcendants de Liouville. 
En même temps, d'après (65), (95) et (125), 

(l'^s bis ) Q;,-^, < q; < Ql,t\ q" < Q!iX',\ 

car £ peut être pris <C A dans (125) : on en conclut, d'après (43)? que 
f\{pq~^) ei f{pq~^) sont des nombres de Liouville correspondants 
de $ au sens du Chapitre III. 

Je résumerai quelques-uns des résultats précédents dans l'énoncé 
suivant : 

Thkorème I5. — Soit \ un nombre transcendant de Liouville 
limite d^une suite de fractions rationnelles à dénominateurs 
croissants 

Ii=p.Qt', .., i.= PnQ;;'. 

telle que 

|Ç-I.I<Q;7*, 

oii a peut être pris aussi grand qu^on veut dès que n est assez 
grand. 

i" On peut toujours choisir la suite des I,, de façon que 
|i — I//|<Q«'''S Q/i+t = Qw''? ^" ^/i=> ^st une fonction croissante 
de /i, ety par suite, que Q//+1 > e^"*^ , 1 1,,^.! — I« ] < e'^"^ , toutes 
ces inégalités ayant lieu, pour toute valeur arbitrairement 
choisie de p >■ o, dès que n dépasse une certaine limite. 

2" Ces conditions réalisées, la fonction 

f{x) = Ii-h(Ij~l,;j'-h...4-(I„— I„-,):r«-i-h... 

est une fonction entière \d^ indice ^i et d'ordre ^(o, 3,oo)]; 
f{pq~*) est un nombre transcendant correspondant de Ç au sens 
du Chapitre 111 pour toute valeur du nombre rationnel réel ou 
imaginaire pq~^ ^ o, /(o) étant évidemment rationnel. 
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On verra plus loin que f{x) est encore un nombre transcen- 
danty quand x est algébrique ^ d^ ailleurs réel ou imaginaire. 
Les calculs seront presque identiques. 

Corollaire I5. — Les dérivées successives de /{x) jouissent des 
mêmes propriétés que /(x). 

Pour le montrer, il suffit de vérifier que /'(x) est de même forme 
que f{x). On a 

/(T) = I, -t- (I, - I,)a7 -h . . .-u (I„- I„_,)a:«-» -h. . ., 

— (p(ar)=/'(ar) = 15—1,-4- 2(l3-r.)r -+-... -h /i(I„^, - I„)a7«-J -+-. . ., 
(p(ir) = I, — 1,-1-2(1,— l3)ar-r-... -H w(I„—I„+,)jr« 1-+-.... 

Je pose 

Jl=Il-Iî, J2-J,= 2(Ï2- I3), . ., 



(a) , 

J// — Jw-I = '1(1;/ — I«-4-l )i 

on a 

©(37) = J,-h(J,— J,)ar-»-...-4-(Jrt— J„_, )a?'»-»-h.. ., 

et il suffit de montrer que la suite des J,, jouit des mêmes pro- 
priétés (Ss) et (45) que la suite des I,,, à partir d'une certaine valeur 
de //. 

Or, en additionnant membre à membre les n premières égalités (a), 
on a 

J/i= Il — Ïl-H 2(Ii—l3 )-}-... -»-/l( In— In-+-i) = I,H- ïj-4-...-h \n—nln^\ 

où Ton peut prendre 

{b) Q; = QiQ,...Qn-^,. 

D'autre part, si î^ = cp(i), d'après (45)» 

Ç — J/i = ( Jn-4-i — J«) -+- ( J„-+-5 — J„^i ) -^ . . . , 
lJn-4-/— J/i-f-/-l| =^ {n^i)\\n+i— I,i-^/-Hi I <^/l ^mQ"!'';*'. 

|Ç - J„ |< (71 -f- i)Q-*i','--h rn H- 9/.)Q-Jp.^. . .. 
Or, dans le second membre, le rapport d'un terme au précédent 
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est, pour n assez grand, 

n^i^i Q'hr ^ ' 

si 

OU, a fortiori, d'après (85), si 

4Q/n-/< Q/H-/-HI» 
ce qui a lieu, d'après (45)- ^^ ^ donc a fortiori 

D'après (6), (65) 61(125 bis)^ 

i 

(c ) Qn-^i < Q';, < q;, < Qj/^v» Q«-.i > q;*-^«\ 

avec )w= - par exemple, et q entier >> i, dès que n est assez grand. 
En même temps 

2(/i -+- i) < Qf,^.! (e fixe positif aussi petit qu'on veut), 

d'après (Ss), el 

De même, d'après (b) et (c), 

1 

q;^, = Q„+, q; > Q„-H„ q;'+»>' < Qn+„ 

et, puisque 
d'après (45), 

ou, a fortiori, 

(e) q;+,>q; • • 
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Enfin, puisque, d'après (rf), 
on a, a fortiori, 

if) IJn^l-JnKQT"^. 

Les inégalités (rf), (e), (/) montrent que, à partir d'une certaine 
valeur de n, les conditions (85) et (45)» où l'on remplace 4„ par 

^'^=-i-^, sont toujours satisfaites par la suite des quantités 

J/i= P]!,Q]^~*. On peut, par conséquent, appliquer le théorème I5 à 
la fonction ^{x) == — /'(^); de même à — 'f'(x) = fi^)', 

C. Q. F. D. 

On voit de suite tout l'avantage de ce théorème dans les applica- 
tions : étant donnée une série à coefficients rationnels 

©(a?) = Co-4- CiJ7 -h. . .-+- Crt^r'^H-, . . ; 
on écrira 

çp(i) = co-h c, 4- . . . -h c„ -h . . . , ï«+, = P«^, Q-i, = CoH- c, -4- . . . -h c„, 

C/i= ïrt-f-i — I/i» Io=Po=o 

€t 

(p(ar) = I,4-(Iî — I,)a7-h.. .-h(I„-H,— I„)ir'»-4-...; 

il suffira que la suite des I,, satisfasse aux conditions du théorème 
pour que o{x) soit transcendant quand x est rationnel p^ o ou algé- 
brique. L'étude de la nature arithmétique de 'f (x), pour ces valeurs 
de X, est ramenée à celle de 'f (i). 

Voici un exemple étendu d'utilisation de ce théorème : 

Je considère la fonction entière illimitée 

<p(ar) = «0 ^* -^ «1 <T* ^ -+-•••-+- «n '«* ^^ -+-... , 

OÙ tn est réel et divise tn^\ > tni et où les a,, sont des entiers positifs, 
négatifs ou imaginaires. On a 



(p(l)=2«n<n^ 
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Je prends 

n 



^(x) peut s'écrire 

9(57)= I,-f-(lj— I,)r-+-...-4-(I„-Hi— I«)a:"H-.... 
D'ailleurs 

Si ^//|«^* |^„1, croit siiffisammenl vite avec /?, le second membre 
sera plus petit que /~'^'-^«= Q"^;*^», où àn^i>^n avec lim^«=x) 
pour n = oc, et ç(i) sera transcendant, par suite aussi 'f (.r) pour x 
rationnel ou algébrique ^ o. 

Voici un cas plus précis : 

Je suppose [formule ii I4), p. 69] 

p, T entiers, b étant ici un entier arbitraire; on aura tn= Qn+i, ^^ 

pourvu que ceci ait lieu pour i= 2, dès que n est assez grand, c'est- 
à-dire pourvu que 

Si ceci a lieu, 

I 0(1) — l„^i I i 9.bk(n)'tJtX^ ; 

le premier membre étant ^o pour une infinité de valeurs de n^ 
puisque \n^\ — !//= (^uÇ,^ •, il suffira, si l'on veut établir que '^(i) est 
transcendant, de vérifier que 

'ibA{n)U-l,<t7/', tn-^iè'ibA(n)U^i, 

ou, a fortiori y que 

b/,{n-hi ;p(«-+->) > bk(n )f-Hi-+-p/i« 
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OU 

p(/i -4- i)6/._|(/i -h i)|(TH-i-h p/i*) 6^_ ,(n), 

ce qui entraînera comme conséquence rinc^alitc* (or). 

On en conclut d'abord qu'il faut /' >> 2. Quand k = 3, il suffit 

logo -4- l0g(n -h l)-h b"-*-^^ loglT H- I -H p/l') -H 6", 

les logarithmes étant pris avec la hase 6^2; ceci a lieu, dès que n 
est assez grand, quand on prend t arbitraire positif et fixe. En gé- 
néral, quand k >> 3, on voit que l'inégalité correspondante est encore 
satisfaite; je n'insiste pas. Donc : 

Les séries illimitées 2^«6a('0~^"-^'S ^" ^"+« ^^^ '^^' entier, réel 

o// /?o/i, de module ^ bfi{ny, k à 3 <'/ t ///? nombre positif arbitraire, 
ne prennent pour x rationnel y£ o, réel ou non, que des valeurs 
transcendantes {de Liouville), 

On montrera tout à V heure qu'il en est de même pour x algé- 
brique. 

Inversement, ces séries n'ont donc que des racines transcen- 
dantes. 

Ceci comporte une application dans l'élude de la représentation 
des nombres sous la forme (i» bis) qui correspond à (11 4) (p. 68 
et 69), 

quand on prend si rationnel ou algébrique : M ne peut être rationnel 
ou algébrique que pour des valeurs des c// limitées inférieurement en 
fonction de i, (3n peut dire encore que les nombres rationnels ou al- 
gébriques ne peuvent être racines que des équations (i I4) où les di 
sont limités inférieurement en fonction de /, sauf toutefois, bien en- 
tendu, si les di sont en nombre limité. 

On arriverait il des résultats similaires pour la représentation (14 bis) 
correspondant à (124), en prenant 

tn=bn{n)9'K 

En particulier, on précise ainsi la propriété déjà indiquée page ç)3. 
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Je mentionnerai d'une manière spéciale le cas où l'on prend x= i, 
a,t réel, \af,\^b — i , et, si l'on veut, é = lo : les nombres ç(i) ob- 
tenus présentent, dans leur représentation décimale, une infinité de 
suites de zéros dont l'étendue croit indéfiniment, et sont des nombres 
transcendants de Liouville; il en a déjà été question antérieurement 
(Chap. II, p. sio et suivantes . 

Cas où X est algébrique, — Je m'occupe maintenant de savoir 
quelles valeurs peut prendre la fonction /(x) considérée au théorème 
précédent, quand x est algébrique et = a,, avec |a||r=p|. Je vais 
établir que/, (a, ) est transcendant. 

Les équations (75) et (85) deviennent 

\ Bn=i/i(ct,)-PUa,)Q,-î|i-2pr»Q-i'r*» 

où Q^^ = Qv.^i • • • Q/z-f-i et P)^(a«) est un polynôme entier en ai de 
degré n. On a 

-+- (P/i+lQn- PnQ«-Hi )Qv.-Hl ... Qn-l3t?. 

Si l'on prend V| assez grand, on a, pour /i, > Vi, 
|Pn.|l*^Ï.Qn, avec ï. = |î|, 
et chaque coefficient de P^,(ai) a son module au plus égal à 

J'applique alors le théorème fondamental I2, page 19, en prenant 

(*) Le raisonnement suppose, d'après Ténoncé du théorème l„ que, parmi les 
fractions I«(a,) :=. Hi,(a,)Qî,-', il y en a une infinité qui sont distinctes. Si cela n'avait 
pas lieu, à partir d'une certaine valeur de n^ on aurait 

/,(a,) = lU«,). B„=o. 

Ceci est impossible, car on a évidemment 
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kn = n, p,^ = 4 ;, Q;, ; d'après ( 8. bis), 






ce qui a toujours lieu quel que soit A*^o quand/? est assez grand; 
il suffira donc de prendre A"= A', où A' est la valeur absolue du 
plus grand des coefficients A|, . .., Aj en valeur absolue. f\{^\) ne 
peut être racine d'une équation algébrique à coefficients entiers tous 
au plus égaux à a' en valeur absolue, de degré au plus égal à a, que si 
l'on a 

Par conséquent, y(a,) ne pourra être algébrique, d'après (iSs), si, 
quelles que soient les quantités données M, a, a', on a, à partir d'une 
certaine valeur de /i, 

I I . . r / A' "-^ï "l(r/-i)(a-Hi) 

_p-(«.nQ%^.>[VlQ;;'«Af «a''^- • [^(2^ ^J 4?iJ 

Si, en outre, ceci a lieu, quelles que soient les quantités d 
et A' A"', à partir d'une certaine valeur de n, /(oLt) est transcendant 
quel que soit le nombre algébrique a, ^ o. 

On a, d'après (95), 011 Q^, doit ici être remplacé par Q',,^", 

et rinégalité à établir est 

Q'j;--»> 2Mpy-^»a'''-K2 H- A'AôM^''"^*'^''-*^^*"^*H4^y''-*^^*-^*^Q';?*A;^*. 

Je remarque d'abord que, d'après (Ss), Qn^i > e^"^'^ si petit que 
soit p; par suite, puisque Q^^Q/14.1, à partir d'une certaine valeur 
de /î, on aura toujours 

2Mpî-^'a''-»(2-h a'Ao-*)^''-*-*^^''-*'^*-^*^(4Ï!/''-*^'«-^*^a;;^«<q;,; 

il suffit donc de montrer que 
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On a vu, à propos de ( 1O5), que 

A étant arbitraire, avec o <C a <C » • dt»s que n est assez granJ ; par 
conséquent, on a bien, dès que n et 'i„^i sont assez grands, 

et/, (ai) est transcendant, ainsi que /( a, ), ceci, quel que soit le 
nombre algébrique a,. c. q. f. d. 

liemarr/ue, — L'inégalité (lo.-,) montre encore que la suite des 
fractions 

est telle que, à partir d'une certaine valeur v de /i. on ait 

avec 

B« = I T,„ I = EnQ;,"*', o < e„l I , 

d'après (iSj; et (iSj), pour toute valeur arbitraire du nombre 
positif a', et ceci, quel que soit a,. Ceci subsiste d'ailleurs si a, 
est rationnel et égal à /^<7~*, à condition de remplacer Q^^ par 
^^\/j" = Q^*^'"! où lime]!, = o pour n = x, comme on l'a déjà indiqué. 
On pourra donc encore dire que les nombres f{pg~^)-, /t(PÇ~^)^ 
y(a, ), y, (a, ) sont des nombres correspondants au sens du Chapitre 111 
[noie (i), p. 27]. 

On en tire immédiatement cette conséquence que la série 'f (^) con- 
sidérée plus haut (p. io3) ne prend pour J7 algébrique que des valeurs 
transcendantes, quand cp(i) est transcendant, ce qui est le cas des 
séries de l'énoncé de la page io5. 

Généralisation. — Cas où x est transcendant d'une certaine 
nature. — A propos des séries f{x) on pourra se demander mainte- 
nant si f{x) peut prendre des valeurs rationnelles ou algébriques 
pour des valeurs de x qui sont, non [>lus algébriques ou rationnelles, 
mais des nombres transcendants d'une catégorie ou espèce déter- 
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minée. Ainsi, on pourra prendre pour x précisément un des nombres 
f'P9~^) ^" /(^i )' O" encore un des nombres transcendants étudiés 
antérieurement, par exemple ceux dont il a été question au Cha- 
pitre II, formule f'i32), page 121, ou au Chapitre lil, page 3;; et sui- 
vantes. Cette étude se rattache intimement à celle de la nature 
arithmétique des racines de/(\r); les racines de /(r) rendent en 
effet f{x) nul, c'est-à-dire rendront rationnel f{jc) 4- A, quel que 
soit le nombre rationnel A. 

Je vais établir à cet égard un résultat très étendu. 

Je considère la série f{jc) du théorème I5, en cherchant quelle va- 
leur elle prend quand on donne à x une valeur transcendante \' dé- 
finie comme limite d'une suite analogue à celle qui définit \, 

formée de fractions rationnelles ordinaires (/?,,, q„ entiers). 

Le raisonnement va être en partie analogue à celui des pages 98 
et 106. On prend 

/($', ^ I, ^ ( I,- I,)t' -h... -h (I„^,-I„ )?''»-+...., 

i' = ^n-h\ -+• E/n-l = Pn-hlÇ7i\-i "+" ^/i-Hl» I Ê/i-f-i I = ^'n+f> 

On a ici 

Q;,m = QiQî--.Q/i-hi^S+i; 

on obtient facilement une limite supérieure du module de la somme T/, 
des termes de /(;') — 1',,+, à partir du terme en $'""♦"' ; en effet, 
d'après (45)1 si j ?' j = ç, , ce sera 

d'où l'on tire, comme pour (85), 

En même temps, 

(B constante, V| comme précédemment). 
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D'autre part, 

r*- if..t = ( {'- in^i ) ( k''-' -+- 5'^-' wi ^ . . . -^ '?;;î ), 

(185) I î'^- t«*^, U I î'- ««-.i I 2^-^k^'f-^ = 2*-iX:aU, Î'^S 

car 

dès que /i est assez grand. Le module de la somme S„ des n premiers 
termes de /(S') — I'^^, est au plus égal à 

|S„|£|I,-I,|e'„^,-+....-h|ï„^,-ïnh«-i/i6'„,.,tV'-S 
d'où 

{195) I S„ I Q, . . QnH-, ^ I Pî Qi Q3 . . . Qn^i - Pi Qi . . . Q« 4-1 U;,^, -^- . . 

-h|P„-H,Qi...Q„— Q«H-,Q,...Qn-îP«|i'->n4^,C',/i-i. 

On a d'ailleurs 

|P/|^X'?,Q,, 

où X'est un nombre positif convenable et Ç^ = jÇ|, avec Ç = limP„Q~* 
pour n = ac\ le second membre de (195) est une somme de termes 
dont chacun est au plus égal respectivement à 

d'ailleurs A-;'*"' 1(1 4- S',)*, pourA-^i, et 

I S„ I Q, . . . Q;,^t ^ ^«X'^ie;^, Q, . . . Q„^, [i -H (I -h {;) -h. . .-h ( I -4- r, )"], 
ou 

On en conclut 

( 20s ) B„ = I T„ ^ S„ 1 1 1 T„ I 4- 1 S„ I < 2 rr « Qni',-"* 

D'après le théorème de Liouville, pour que/(Ç') soit un nombre 
transcendant de LiouviUe, il suffira que le dernier membre soit ^Q^^^ , 
quel que soit le nombre positif a, dès que n est assez grand, pourvu 
toutefois que l'on n'ait pas, à partir d'une certaine valeur de /i, 
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B;, = o (') [comp. note (*), p. 98 et 106]. Il y a un cas étendu où ceci 
est l)ien sûr, c'est le cas où, à partir d'une certaine valeur de ai, £,;^, 
est positif, Ç', Il et I«^i — !« étant toujours positifs ; alors, pour vérifier 
la transcendance de /*($'), il suffira de s'assurer que, pour n assez 
grand, 

(•20s bU) i\'r^ Q;;V'-^ ^''X't.Ç'f • (I ^ r,)'^ «s;,, < (Q,. . .Q„^, )-^qâTu 

On a ici 

J'admettrai que 

(21,) y« = Q^, 



où 



(p„ = /i^ln-TQ»), 



a positif, nul, ou négatif indépendant de ai, lim tj^ = o pour aï ^ oo, 
et qu'on a, en supposant $ > o, 

(22s) o < Ç - U = Q-î- , o < Ç'- i„ = e; = ^;f;, 

où ^,1 et ^^ sont au moins égaux à une fonction de n analogue à cp^i; 
enfin, j'admets encore que 

(•i3,) +«>/i"^'», Q«H-ièQ'h 

où fn est positif, et croît indéfiniment avec n (^). 

Dès lors, d'après (175) et (1O5 6/v), pour ai assez grand, 

Qi . . . Qn-4-i = Qî.tr, 
avec lim 2^/, := o pour aï ^00. Pour que /($) soit transcendant, il suffit^ 



(*) Lorsqu'on ne se préoccupe pas de cette condition, on a plus de latitude pour 
le choix de \'y mais/(^') est un nombre rationnel (cas où B„ = o) ou un nombre 
transcendant de Liouville de même espèce que \ et ^' avec les conditions (21^) à (?3^). 
On aboutit alors à un résultat un peu moins précis, mais plus étendu, analogue au 
théorème I^. Le raisonnement qui suit prouve en effet, dans ce cas, seulement que 
f{\') ne peut être algébrique. 

(^) Les nombres transcendants^, W ... ainsi définis donnent naissance à un groupe 
ou ensemble H, de nombres correspondants (p. 36 et 4^). 
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d'après (205 bis) et (225), 

OÙ a' est un nombre positif assez grand, mais indépendant de /?, c'est- 
à-dire d'après (21 5), 

ou enfin, puisque, d'après (05), 

^«''*<q;iVi, 

dès que n est assez grand, il suffit, y„ étant analogue à ©„, 

a(i-+-Ç/i)-+-a/i?/i-+- n < ^n(n -h i)'^n^x <'^n^n-*-\, 

d'après (235). Ceci a bien lieu pour n assez grand, d'après (21 5), et, 
par suite, /($') est transcendant. 

Ce nest pas tout : supposant in^\ — U et i| positifs, I« et I^^ 
croissent constamment avec n. Si $"=y($'), 

V — irt+i = 1 T— i«+i I = i^/f 

La limite supérieure (2O5) trouvée pour B„ peut être ici améliorée, 
en tenant compte de (21 5), (225), (235). En eiTet, 

I/i-J-l — 'n <C î — 1/1 = Q/i+Ti 

et 

où ^^^, est analogue à g,t ; il en résulte 

B„ ^1 T„ I -4-1 s„ I <2Ç'r* Q;5r'-^ ^^^'ïiÇ'r^^UiO ^ ?i)--^i 

OÙ Y^ est analogue à ç„. Or 
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OÙ ©^ est analogue à <p/,; d'ailleurs, d'après (oj), 
si grand que soit o-, quand n est assez grand ; donc 

où Y* est analogue à çp„. Finalement, on aura 

où g"^ est analogue à gn et g'„. 

Le nombre transcendant Ç'^ satisfait ainsi à des conditions (24$), 
(265) de la forme (215) et (225); de plus, d'après (285) et (245), 

or 

si petit que soit le nombre fixe tj — a > o, dès que n est assez grand, 
car 

donc, d'après (285), 

où 'yTÎi est positif et croît indéfiniment avec n. On peut donc trouver 

analogue à ']/;,, et tel que 

Q'«^i^Q;^('). 

Finalement, le nombre transcendant ^^^ jouit de toutes les pro- 



(*) Le même raisonnement donne une inégalité analogue pour q^xt d'après (ai^). 
M. 8 
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priétés que ron a supposées à\ et Ç', d'après (215), (225), (aS^) et 
le théorème I5. 

Je dirai que les deux nombres transcendants de Liouville Ç et $' sa- 
tisfaisant à (21 5), (225) et (aSj) (et, bien entendu, aux conditions 
du théorème I5) sont de même espèce (on peut dire aussi qu'ils sont 
correspondants, d'après le Chapitre III, p. 36). Il en résulte que 
Ç, i' et f' sont de même espèce; dès lors, ?"=/($''), Çf»^) =/($'"), . . . 
sont de même espèce. 

Je dirai encore que la fonction du théorème I5 

/(a-) = I, -+- (I,- I,)a7 -+-...-+- (J„ — I„_,)x'»-i -h. . . 

est la fonction issue de \ correspondant à la suite I|, Ij, ..., I/,, 

Soient/i (x),/2{x)^ ... les fonctions issues de f, ^, ... ; on a 

? =/(!), r =/,(.), r =/a') =/[/,(!)] 

Soient N| ^ ç, N^, ..., Ne des nombres transcendants de même 
espèce, F,(j7),F2(:r), ...,Fô(j:) les fonctions qui en sont issues; toutes 
les fonctions ^(x) qu'on obtient en combinant (*) d'une façon quel- 



(') L'opération qui consiste à remplacer x par F^{x) est désignée par le symbole 

s, = \x; F,(a?)|; 

c'est une substitution. 

Le produit s^s. est Topéralion consistant à remplacer x par Fj{x)y puis, dans le 
résultat, x par F-{x)\ donc 

s,s.= \x; F.[F.{x)]\ 

(certains auteurs désignent cette opération non par 5,5^, mais par s^s^); si i=j, otk 
pose s^s- = sf; de même sfs^ = «f , etc. 

Combiner d'une façon quelconque les substitutions «,, 5,, ..., s^, c'est former un. 
produit quelconque 

if- /".../•• = la:; 4»(j:)|, 

où les (X, sont des entiers, et les i,, (,, ..., i^ des indices, distincts ou non, prenant 
une des valeurs de i à Ar, A: pouvant être infini. 

L'ensemble des substitutions ainsi obtenues en formant tous ces produits est tel 
que le produit de deux d'tntre elles fait partie de l'ensemble; dans ce cas, on dit 
que l'ensemble forme un groupe de substitutions. 

Les fonctions obtenues ici en combinant toutes les substitutions s, sont les fonc- 
tions 4>(:r). 
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conque par multiplication les substitutions 

ne prennent pour j? = i , ou quand x est un des nombres N i , . . . , N/t, 
que des valeurs transcendantes [N| = F,(i)]; 4>(i) est de plus de même 
espèce que N| = Ç. 

On remarquera que N| étant égal à F|(i), on obtient F|(/?y~*), 
où pq"^ est rationnel, réel et >- o, en faisant dans les calculs de la 
page 1 09, i' = £;,+, =r pq- • , e,,^., = o. Il en résulte que F, (pq'*) — 1«+, 
satisfait à (255), et que F| (/?gr-*) est un nombre transcendant de même 
espèce que Ç. Donc ^(pq~*) a la même propriété. 

On obtient ainsi l'énoncé suivant : 

Théorème II5. — Soit Ç un nombre transcendant positif limite 
ri 'une suite de fractions rationnelles positives 

Ii=PiQtS ..., U=P«QâS 
telle que 

In^l > I«. ? - In = Q7i-, , Qn^, ^ Q^ > Q3^" 

ai^ec 

rti yîj:e positif ou négatif, limTj^, =: o pour n = 00, ^„ positif, et 
croissant indéfiniment avec /i, '%^« > ^«; soit f{x) la fonction 

f{x) = I, -H (I, - I, ) a? -+-. . .H- (In - I«-,)ar«-1 -h . . . , 

/55Me (le Ç. 

5oi^ encore une suite de nombres transcendants réels positifs 
de même espèce (*)que ç, c^est-à-dire tels qu* un quelconque \jSoit 

(*) On peut dire aussi qu'ils soui correspondants, comme au Chapitre III, p. 35 
et 4o, et appartiennent à un groupe H3. 

Lorsqu'on ne s'astreint plus aux conditions I„^, > I^, \^ el pq~^ réels et positifs, 
renoncé so modifîe légèrement : *^{pq~^) est un nombre rationnel ou un nombre de 
Liouville de même espèce que \ il, pç~\ I„ étant réels ou imaginaires). 

On remarquera que/'(j7), /"{x), ... donnent pour x rationnel des nombres ra- 
tionnels ou transcendants de même espèce que ^. Ceci résulte de la condition ana- 
logue à (a3j) et des calculs des pages loi, 102, modifiés en conséquence (où Ton 
doit changer Q^ en Q'^^,). De même, tout polynôme à coefficients rationnels formé 
aTCclesfonctions/y (j?,, ou «ncore arec les functions 4» (o?) déduites »les/y»i(j?) : 
c'est là une conséquence de ce qu'on vient de dire, du corollaire Ij, du théorème I^ 
et du Chapitre III, p. 36 et 4o- 
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limite de la suite 
avec 

i„^, > i„ > o, îy - i, = g-^l ^^^^ > ^% > çn\ 

oà g'„, ii'n, iji sont analogues à g„, A«. ^n, et 

a fixe, positif, nul ou négatif, Hmrj„ = o pour n = oD. Soit 
enfin fj{x) la fonction génératrice issue de Çy, comme f{x) Vest 
de ç. 

A toute substitution 

du groupe dérivé des substitutions 

oùfo{x) =zf(x)^ correspond une fonction ^(x) telle que ^{pq"*) 
soit un nombre transcendant de Liouville de même espèce que ç 
pour toute valeur rationnelle positive pq~^ p^ o. 

Corollaire I5. — Tout étant posé comme dans V énoncé du théo- 
rèmcy et \ Xj <Ï>| {x) \ étant une substitution du même groupe, au- 
cun des nombres transcendants ^{pq^*) n'est racine d'une quel- 
conque des équations ^^ (x) — A. = o, où X est un nombre rationnel 
ou algébrique quelconque. 

Voici une applicalion étendue : 
Je considère la série 

1 

où a^)'^ est positif et S. a" (a" fini) quels que soient v et n, et où tn en- 
tier divise f„^i ; de plus 
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On a 

a» 

/v(,) = 2 ««''«'; 

1 

je prends 

n 

1 

/v (1) — in est de la forme qr^^-; (Hm^',i = i pour n = oo), et, dès lors, 
y*v(i) est transcendant. 

Quand v varie, avec a^J'^^flr", les nombres /v(0 sont de même es- 
pèce; le théorème précédent s'applique; donc : 

Corollaire II5. — A toute substitution \x; ^(x)\ du groupe 
dérivé des substitutions 

k;/v(^)l, 

où 

1 

^«* positif ( « ) £ a" fini, t„ entier réel diviseur de tfi^s ^ t"^", m„ crois- 
sant indéfiniment avec n, correspond une fonction <P(x) qui ne 
prend que des valeurs transcendantes pour toute valeur ration- 
nelle réelle positive pq~^ (-). 

Je prends, comme à la page io4, ^/ = b^{n)9'*^ A: ^3, mais |aj]f>|la''; 
on a 

si 

p(n-+-i)6A_i(/i-+-i) = p/i»-^cT«^^._,(n), 

log[p(/i-f-i)]-H6A^if/i-Hi) = loîîp-+-ri-i-TîT„)log/n- 6it-î(/l), 
les logarithmes éUml pris dans le système de base 6; quand ^^3, 



(*) On suppose, bien entendu, que ««' est, quel que soit v, ^ o pour une infinité 
de valeurs de n. 

(') Les fonctions /^( a:) forment un ensemble (au sens de M. Cantor) qui a la 
puissance du continu. 
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b entier g 2, on a 

bk-t(n-i-\)^ibk-t{n), 

comme on le voit sans peine, et xssn croît indéfiniment avec n. 

Le théorème II5 et ses corollaires s'appliquent. En tenant compte 
du théorème I5, on obtient ce résultat : 

Corollaire III5. — Tout étant posé comme dans V énoncé du 
corollaire 11^, si 

tn^bkin)?", A- ^3, 

les équations /y,{z) — A ^ o, où A est rationnel ou algébrique, 
n^ont aucune racine rationnelle , algébrique ou de la forme 
^iP^~*) {P*J~^ étant rationnel, réel et positif). 

11 semble que Ton puisse établir un théorème et des corollaires ana- 
logues au théorème II5 et ses corollaires pour les nombres <ï>(ai ), où a, 
est algébrique, en suivant la même marche, et s'appuyant sur le théo- 
rème fondamental I2 : ^(a, ) est alors probablement rationnel, algé- 
brique ou transcendant d'une certaine espèce; c'est-à-dire que les 
nombres <ï>(ai), quand ils sont transcendants, jouiraient de pro- 
priétés communes, telles en tout cas que l'inégalité (i I2) du théo- 
rème I2 ne serait satisfaite pour aucune valeur de a dès que n est 
assez grand ; la marche à suivre paraît être analogue à celle du théo- 
rème II5. 
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SUR LA CLASSIFICATION DES NOMBRES IRRATIONNELS 
OU TRANSCENDANTS. 



Soit 
(I.) I,= AiB7S ..., I„=AnB;i», 

une suite de fractions réelles ayant pour limite le nombre réel 
positif Ç : si 

a^-h b = o^ a > o, a, 6 entiers, 

et i rationnel, on a 

aln-h b = (aXn-h bBn)Bn' ; 

si l'on n'a pas a A^ -H ôB;, = o, 

{-U = -6a-i-I„ = -(aA„-+-6B„)a-iB;i», 
<^6) |5-I„|èa-iB;it. 

Si la suite (15) ne satisfait pas à cette condition quel que soit /?, 
Ç est irrationnel. 

On peut se demander s'il y a réciprocité. Autrement dit, toute 
quantité Ç irrationnelle peut-elle être regardée comme limite d'une 
suite (ift) pour laquelle on aura 

pour une infinité de valeurs de /i, quel que soit le nombre positif a 
fixé à l'avance ? On peut se poser encore pour lune irrationnelle une 
question plus précise : pour une irrationnelle déterminée, le nombre e 
par exemple, limite d'une suite analogue à (lo)» peut-on assigner des 
limites supérieures ou inférieures de | Ç — !« | en fonction de B,, ? On 
sait déjà qu'il y aura une réponse affirmative dans certains cas 
étendus, par exemple quand Ç est algébrique (réel) d'après le théo- 
rème de Liouville (Cfaap. II). Je vais apporter ici une contribution à 
l'étude de cette question. 
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Le premier de ces deux problèmes comporte immédiatement une 
réponse affirmative d'après la formule (7) (n® 6 du Chapitre I); si 
l'on prend pour (15) une suite de réduites consécutives I/î=P/iQ^* 
de I = Ç, on a 

(2QnQ„^,r«<|I-I„|<(Q„Q„^,)-*<a;ii,Q;i«<Q;;«, 

ce qui entraîne (25 bis). Je passe au second problème : 

Premier cas. — Les quotients incomplets du développement 
en Jraction continue de I sont tous limités (ordre — 00, Chap. 1, 
n^ 10). 

On a, d'après (12) et (i3) (Chap. I), 

|I-Inl>(aBA)-t, I„=A„B-i, 

quand I;, n'est pas une réduite, 

[ aBî(a„,^,^ !)]-! < 1 1 - I J < ( BJ an.+,)-S ' 

quand I„ est une réduite (d'ordre /ii); par suite, si a^^^a, 

|I-IJ>[2B«(a-f-i)l-S 

en tout cas, et, quand I;, est une réduite, 

|I~In|<B-«. 

Par conséquent : 

Quand les quotients complets du développement en fraction 
continue de I sont tous limités et £a, la suite (15) est telle que 

I I - IJ > [2BJ(a-+-i)]-i, I„ = A„B^t. 

De plus on peut toujours supposer (15) formée de fractions 
comprenant une infinité de réduites, de façon que^ pour les 
valeurs de n correspondantes, 

|I-I„|<B;,«. 

Ce résultat est important : il montre que, dans ce cas, I n'est pas 
un nombre transcendant de Liouville, d'après la définition donnée 
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au Chapitre II (p. i4); de même (voir plus loin, Chap. Vil), les 
fractions continues quasi-périodiques dont les quotients incomplets 
sont tous limités, et qui représentent des nombres transcendants, 
comme on le montrera, sont des nombres distincts des nombres trans- 
cendants de Liou ville. Ce résultat permet encore d'affirmer que, si 
une suite analogue à (iq) renferme une infinité de fractions !„ telles 

que 

|l-In|<c-»B-S 

quel que soit le nombre positif c, I possède une infinité de quotients 
incomplets plus grands que tout nombre fixé arbitrairement. C'est le 
cas des nombres de Liou ville : j'y reviendrai tout à l'heure : c'est en 
particulier le cas des nombres considérés au Chapitre III [formule (223) 
et suivantes]. 

Deuxième cas. — Les quotients incomplets Jorment une suite 
d* ordre au plus égal à (o, X), c' est-à-dire que a„^n^'^^n^ (lime,, =: o 
pour n = 00). 

Je suppose d'abord l'ordre égal à (o, X); d'après (i5) pour une 
infinité de valeurs /i| 4- i de /i, 

et, quel que soit n, 

où e est positif et fixe, aussi petit qu'on veut dès que n est assez 
grand. 

!„' étanl une réduite de 1, P«Q,V ^^ec Q«= B^i', on a, d'après (i3), 



n — 1 
(MD'apr«is(3i3),Q„^a"^, 



où 



" X--— (14- « ); 



aiogQ, = n 

donc 

|I-I,-|>B„.'"^'"-', 

OÙ Ç„'= T\^, liiDÇ„'= o pour n' = oc. 
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Cette formule subsiste, a fortiori, pour |I — 1„'|, quand !„• n'est 
pas réduite de I, d'après (12), si Ton prend pour Q„ le plus grand 
dénominateur de réduite inférieur à B„ . 

Enfin, cette formule est encore vraie quand on spécifie seulement 
que l'ordre est ^(o, A). 

L'ordre étant (o, X), (i3) et (i 5) donnent pour I;,^ supposé réduite 
d'ordre n^ : 

|l-ïn'.|<(QÎ.««.^l)-*<[Q«'.(^l + l)^-«]-^ 

Quand on spécifie seulement, sans préciser l'ordre, qu'il y a tou- 
jours un quotient incomplet, par suite une infinité de quotients 
incomplets plus grands que toute quantité donnée, la même formule 

montre que 

|I-IJ<(BÎ9,)-i, 

pour une infinité de valeurs de /i, cp„ croissant indéfiniment avec n. 
Donc : 

i" Quand parmi les quotients incomplets du développement en 
fraction continue de V irrationnelle I il y en a toujours un plus 
grand que tous les précédents, on peut toujours supposer la 
suite (le) telle que, pour une infinité de valeurs de /i, 

|l-I„|<(Bi9„)-i, 

oii cp„ croit indéfiniment avec n. 

2" Si 1 est d^ ordre (o, X), on peut supposer que, pour une infi- 
nité de valeurs de n^ à savoir celles qui sont telles que an^\ soit 
quotient principal, 

|I-fnl<[BJ(/l-Hl)î^-e]-l. 

3^ Quand 1 est d'ordre ^(o, X), on a toujours pour toute 
suite (ifl) 

1 1 ~ I„ I > (2 BJ9„)-i et I J - f„ I > B-«*»^->, 

où limîj„= o pour n = ao. 

On verra tout à l'heure que les nombres I considérés ici ne sont 
pas des nombres transcendants de Liouville. 
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Parmi les nombres I auxquels ces formules s'appliquent, il faut 
citer en particulier les nombres 

,c*-4-i 2 6 lo 4/n-+-2 

J = -- — = --Hi:--+-i: — h...-i-i : h..., (>) 

e-^ — i X X X X 

OÙ X = ^■"* , q étant entier. Pour a: = i , on a 

d'où 

e — 1 



= jji-ï = 1 : i-f-i :6-i-i : 10-4-..., 
ce qui est une formule déjà indiquée page 1 1 . On a évidemment 

et le nombre J est d'ordre (o, i), d'après notre terminologie (Chap. I, 
n** 10). D'après le Chapitre III (énoncé V, p. 53), \ = e^~" est 
d'ordre (o, i), quel que soit l'entier ^ (^). 

La même méthode s'appliquera pour trouver des limites inférieures 
et supérieures de 1 1 — I« | dans le cas où I est d'ordre (^, X). 

Troisième cas. — Nombres transcendants réels de Liouville, — 
Ces nombres sont caractérisés par ce fait qu'ils sont limites d'une 



(*) Je n'établis pas ici cette formule : le lecteur, s*il ne veut l'admettre, pourra se 
reporter h la Géométrie de Legendre {Éléments de Géométrie, 9* édition, Paris, 
Firmin-Didot, i8ia. Note IV, p. 288-290). Legendre arrive simplement à la formule 

=a; : i-t-a?' : 3 -+-ar* 5-f-...= -;- ; 

posant IX = y^ 

ey—ï , ^ , 2 6 10 

— — = y : 2 -+- y' : 6-+- y' : 10 -+-... = i : — hi : — h i : h..., 

er-f-i J J J y y y 

d'où 

ey-hi i 6 10 

= — hi : — hi : h.. ., 

ey— i y y y 

ce qui est la formule dont je me sers. 

(') Si /? est un entier > i, on sait que, I„ étant réduite de I, IJ ne peut être 
réduite de If pour une infinité de valeurs de n que si I est d'ordre ^ (i, i) (corol- 
laire If et p. 43 et 43, notes i). Donc, si [„ est une réduite de e'?"*, If n'est pas réduite 
de €f»-*. 
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suite analogue à (lo), où 

pour toute valeur du nombre positif a et une infinité de valeurs de ni y 
dès que /i' est assez grand. I;,' est alors forcément une réduite de I, 
et l'on peut écrire 6/,== Q,,; la formule (i3) donne 

en'Q;r*= 1 1 - In' I > [2Q« (a„_^, -h !)]-«, 
d'où 

dès que n est assez grand. 

Inversement, je suppose que, pour une infinité de valeurs de n^ 
une irrationnelle I soit telle que 

a«-Ki>QÎ'; 
on a, d'après (i3), 1;, étant une réduite de I, 

1 1 - In l< Q«' a-rX, < QT^«'-^«», 

et, d'après le théorème de Liouville, I est un nombre transcendant de 
Liou ville. Donc : 

Théorème I». — La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une irrationnelle I réelle positive soit un nombre transcendant 
de Liouville est que le développement en jr action continue de I 
renferme une infinité de quotients incomplets a„^i plus grands 
que QJ , quel que soit le nombre positif a', Q;, étant le dénomi- 
nateur de la réduite ao -f- i : a, -f- i : «2 4-. . .-+- 1 \ cin- 

Corollaire I5. — Le développement en jraction continue ordi- 
naire d'un nombre transcendant réel de Liouville est d'ordre 

^(', ')• 

On a, en effet, a„^, >Q*\ et, d'après (3ij) (p. 42-44)» 

^Lzia' 
(Se) an-Kt>2 ' . 

Ces résultats sont importants : il s'ensuit que les nombres I dont 
les quotients complets sont tous limités ne sont pas des nombres 
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transcendanls de Liouville (propriété déjà établie précédemment), et 
aussi que les nombres ,_ ou e^'* ne sont pas des nombres trans- 
cendants de Liouville. 

Corollaire IIo. — e*f'\ où q est un entier ^i, n^ est pas un 
nombre transcendant de Liouville, 

On pourra obtenir des conditions encore plus restrictives pour les 
quotients incomplets si l'on considère des nombres de Liouville spé- 
ciaux (*), par exemple ceux qui appartiennent aux ensembles Hji 
et Hs du Chapitre III (p. 34), et si on leur applique les formules (12) 
et (i3) : je n'insiste pas, en renvoyant le lecteur à la fin du volume, 
à la Note II complémentaire de ce Chapitre. 



(') Ainsi, d'après un calcul rapide, il me semble pouvoir affirmer que Tordre des 
nombres transcendants de Liouville /^(z), où z est rationnel et /^ une des fonctions 
considérées au corollaire III^ du théorème 11^, est au moins égal à (i, œ) quand A' = 4* 
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LES FRACTIONS DÉCIMALES ET LES FRACTIONS CONTINUES 
QUASI-PÉRIOÛIQIJES. 



J'ai établi ailleurs les deux théorèmes suivants : 
Théorème I7. — Soit un nombre 

a» 

1 

(8„ entier positif ^q — i, A, g entiers, ^„ entier fonction crois- 
sante de n) gui, représenté ainsi dans le système de numération 
de base q^ possède après le Yn"^' chiffre significatif 8;, à droite de 
la virgule un nombre fie zéros suffisamment grand (*) {ce qui 
revient à dire que ^,, croit assez vite avec /i), autrement dit, par 
définition, un nombre g ua^i- rationnel dans le système de numé- 
ration de base g. 

Dans un système de numération de base q^ première à ^, X 
est représenté par A -H une Jraction quasi- périodique simple, 
c^ est-à-dire une fraction qui présente immédiatement à la droite 
de la virgule une infinité de suites 5|, 53, . . ., 5;„, ... de chiffres 
dont chacune est formée par la répétition un nombre aussi grand 
que l'on veut de fois {dès que m est assez grand) d'un même 
groupe de chiffres dit période, les périodes commençant aussitôt 
après la virgule, 

La suite Sm s'obtient en prenant le nombre 

m 

1 

(^) Exemple : les nombres N définis par les formules (sS,), page 38, quand on 
remplace b par g. A roccasion, il m'arrive de dire, par extension, que la représen- 
tation ci-dessus de X est décimale; correctement, il faudrait dire : 7^*''*. Les progrès 
de la théorie permettront de décider s'il n'est pas préférable d'appeler quasi- 
rationnels tous les nombres de Liouville. 
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exprimé dans le système de numération de base q^ ; elle s'arrête au 
(m, — i)«^m« ou au m'*"** chiffre significatif à droite de la virgule 
exclusivement, si le premier chiffre significatif ^ o de 8m+i 7~'^'"-^» à 
droite de la virgule dans le système de base qi est le m'*"*; quelques 
chiffres de la dernière période de s m peuvent manquer. 
J'ai établi de même un théorème en partie réciproque : 

Théorème TI7. — Soit une fraction X' quasi-périodique dans le 
système de numération de base 7,, c^est-à-dire, par définition y 
une fraction qui présente ^ à la droite de la virgule, une infinité 
de suites 5i , 52, . . ., Smt - - - de chiffres dont chacune est formée par 
la répétition un nombre âti, A'2, ..., km, ... de fois au moins 
d'un même groupe de chiffres, ces suites commençant ou non 
après la virgule {te nombre de chiffres cun de la partie non pério- 
dique immédiatement après la virgule ne croissant pas trop vite 
quand n croit, ou restant limité). Si A*,, croît assez vite avec n par 
rapport à Snk~^ et oLny X' est un nombre transcendant de Liouville. 

Je ne reproduis pas la démonstration de ces deux théorèmes; on 
la trouvera abordable pour un étudiant, dans mon Mémoire pré- 
cité (*). Je ferai remarquer que, puisque e^"' n'est pas un nombre 
de Liouville (corollaire IIq du théorème le, p. laS), il n'est non plus 
ni quasi-périodique, ni, bien entendu, périodique dans aucun système 
de numération, e^"* étant irrationnel (Chap. IX, plus loin). 

J'établirai ici seulement ce théorème : 

Théorème III7. — Tout nombre transcendant réel de Liouville ^ 
d'ordre suffisamment grand, représenté dans le système de nu- 
mération de base entière 7 (^), est un nombre quasi-rationnel ou 
une fraction quasi-périodique , 

( * ) Journal de Mathématiques^ 1904, p. 357 ^' suirantcs. 

(') Je pense que, en cas de besoin, le lecteur pourra étendre au système de numé- 
ration de base q les propriétés connues des fractions décimales périodiques. 

Il peut néanmoins être utile de donner quelques indications à cet égard. Soit la 
fraction irréductible périodique 

où /,, . . ., /, sont les chiffres de la partie non périodique, /*,, -" fn ceux de la pé- 
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à-flire '^Q,i. Donc 

^"="10^2"' IN„^Q„. 

D'autre part, ^ ^/^/"^ csl une fraction limitée sous la condition 
1 
nécessaire et suffisante que Q,/ soit de la forme 7',' 72- ••Va» '^ 
nomhre C' des chilVres o, est C' 7^ a 1 --^-^^. 

On pourra avoir les deux mêmes cas pour I//4.1, et 

< logQ/i^ i .- ç. ^^,^ p, r l<>gQn-Hl 

Enfin, d'après (a») (p. si5) et (173) (p. 35), 

a^, croit indéfiniment avec n. 

Premier ras, — Si Q„ est de la forme ({'(q^- • -^1' ^^^^^ 

les log.irithmes étant pris dorénavant dans le système de base q. 
On a 

15 -I, ; = (;>-««= ^-î^w. 

}xj,a~* est aussi grand qu'on veut dès que n est assez grand. 

a. Si 5 >> I„, ; possède tous les chilVres significatifs de [„ ; en effet, 

le premier chiffre significatif ^o de ; — [„ à droite de la \irgule a 
son rang ^ ul„ : ; possède donc une suite d'au moins 

(1-) K«-i-G«^a;iogQ«-i-!^^ = [a;,-(iog2rMiogQ«-i 

zéros consécutifs. On peut considérer o comme formant une période. 
M. 9 
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b. S1S<I,„ 

Le premier chiflVe significatif ^ o de I,, — C'a droite de la virgule 
a son rang 5^ [jl'„ : quand on retranche 1„ — \ de I,,, 'on obtient donc 
au moins u), — i — C'„ chiH'res q — i consécutifs (des 9 si ^ = 10). 
On peut considérer q — i comme formant une période. 

Deuxième cas. — Q„ n'est pas de la forme 9f7j-«-7Î? c'est- 
à-dire que I,^ est une fraction périodique illimitée dans le système de 
numération de base q. On a encore 

a. Si $ >• 1«, Ç possède en commun avec I,, au moins (jl'„ — 1 — N,, 
chiffres significatifs ('), c'est-à-dire au moins 

Hi;,-i-N„-G;,è[a,,-(logi)-i]logQ„-i-Q„ 

chiH'res faisant partie des périodes de [,/. 11 y aura ainsi au moins au- 
tant de ces périodes qu'il y a d'entiers dans 

puisque N;,^Q„. 

b, SiÇ<Cl,/, i = 1,/ — {1,1 — 5), et la même formule est applicable. 
11 suffira dès lors que, pour une infinité de valeurs de /i, le nombre 

(17 bis) soit plus grand que toute quantité donnée a priori : (17) sera 
a fortiori plus grand que cette quantité, et \ contiendra autant qu'on 
veut de périodes correspondantes de 1«. 

D'après une propriété précédemment établie, ceci revient à dire 
que a^ croît assez vite avec n, par suite que i ordre de Çou de son dé- 
veloppement en fraction continue est suffisamment grand ('-'). 



(') Il convient de retrancher N„ de {xj» — i parce que, dans le cas o, les deroiers 
chiffres de la période (mais non tous) peuvent être des chiffres ç — i, et, dans le cas 6, 
des zéros. 

(') Pour plus de précision, voir Note II à la lin du Volume. 
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Remarque, — Un nombre transcendant de Liouville, même s'il 
ne satisfait pas à la condition ci-dessus ( I7 6«), aura encore un déve- 
loppement quasi-périodique dans le système de numération de base q 
quand 

(•27) :l3t;,-(iog'i)-Mio-Q„-i:i\;ï» 

est plus grand que toute quantité donnée pour une infinité de valeurs 
de n. A priori, la chose n'est pas impossible, car N,, peut être tou- 
jours beaucoup plus petit que [a^, — (log2)~'] logQ,,, au moins pour 
une valeur convenable de q. Ceci aura lieu, d'après ce qu'on a vu 
dans le premier cas, où N,, = 1, et la formule (17), s'il y a une infi- 
nité de valeurs de Q„ de la forme q'^q'!, - - -q^- 

La question se pose alors de trou\er pour ç les valeurs de q^ s'il y 
en a, pour lesquelles \ est quasi-périodique. 11 y en aura toujours, 
d'après le premier cas, s'il y a une infinité de valeurs Q„^ de Q^ pour 
lesquelles Q„^ ne contient, quel que soit /?,, que les mêmes facteurs 
premiers. Si Q;,^ est de la forme r'J'/'fj'. . . r^", les nombres /*«, r2, . . ., 
/'A restant les mêmes pour une infinité de valeurs de n,, et si je prends 
pour^ un nombre n'ayant aucun facteur premier différent de/*,, z^, ••.? 
rh et les ayant tous, on a N„=i, et la condition (27) est toujours 
satisfaite, car a)^ croît indéfiniment avec n. 

Quand on ne peut trouver une infinité de valeurs de Q„^ de la même 
forme r^'r^' , ../^', il resterait encore à élucider s'il y a bien toujours 
des valeurs de q pour lesquelles Ç est quasi-périodique. 

J'ai indiqué aussi, sans donner de démonstration, dans mon Mé- 
moire précité ('), que les fractions continues quasi-périodiques 
simples ou mixtes (les suites de quotients incomplets remplaçant ici 
les suites des nombres à la droite de la virgule mentionnées dans le 
théorème H?) étaient des nombres transcendants. Je vais établir ici 
cette propriété, en donnant des exemples de pareilles fractions con- 
tinues. 

Soit donc I une pareille fraction continue présentant a,, premiers 
quotients incomplets (en dehors de «o)? ^1? ^2^ - -, «a« formant la 
partie non périodique, puis une suite 5,^ de quotients incomplets 
formée par la répétition, au moins A*,, fois, de ).„ quotients dans le 

(*) Journal de Mathématiques, 1904. 
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même ordre, c'est-à-dire d'au moins kn périodes. Je suppose que ce 
fait se présente pour n = i , 2, . . ., de façon que kn croisse assez vite 
avec n par rapport à ).« et 7.„, Soit A^ la partie non périodique, A„ la 
période correspondante. 

Il va une fraction continue périodique Y« (') ayant pour partie 
non périodique \'^^ puis pour partie périodique A« ; de même, il y a 
une fraction continue x« périodique simple ayant pour période A;,. 
On a, d'après la formule (5; [p. 4)^ où l'on remplacera J?a,-*-i P^*" ^ny 

Yn = ao H- I : «1 -»- I : . . . -H I : aa^H- I : x„, 
piql^ désignant la /**""'* réduite de 1 et de Y;,. On en conclut 






= o. 



(37) R„Y;i-hR;,Y„-hR;=o; 

R,/, R^, Kl sont des entiers dont la valeur absolue est limitée supé- 
rieurement en fonction de X;,, A„ et des a^^-h^» premiers quotients 
incomplets de 1; on a 

' R;, = POin POLn-^fn " I " POLn-l />a„ Va„ *, 

d'après la formule (4) (p. 3), /?/_^, Çi — piqi+^ = (— 1)', et 7/ et ^/^, 
sont premiers entre eux; q^^^,,„ est premier à 7a„VA„-n ^^ ^^ peut di- 
viser <7(x„ q"> ^^^ P^'J^ P^^*^ ? donc R,/^ o. De même, RJ, ^ o. 
Soit Y',^ la racine de (3- ) autre que Y,/ : on a 

|y;iiy„i = |r;r7.m<IR;i, 



(I) Les tractions continues périodiques, simples ou mixtes, sont celles qu'on obtient 
en prenant pour quotients incomplets les chiffres successifs à droite de la virgule 
d'une fraction ordinaire périodique simple ou mixte, supposés j^ o, ou, mieux encore, 
ces chiffres étant nuls ou non, en les remplaçant par des nombres entiers arbitraires 
;ij, «21 •••' t^**"s > o, deux chiffres différents étant remplacés par des nombres diffé- 
rents, deux chiffres identiques par des nombres identiques. 
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puisque R„ est entier ^ o, et 

(37^«) |y;|<|r;y-'|;^m|R';i, 

où M est fini, et, si i^on veut, ^i, puisque | Y,, |. aussi voisin qu'on 
veut de 1 pour n assez grand, est fini. 1 est évidemment la limite vers 
laquelle tend la suite 

Yl» Yj, . . ., Y;,, . . ., 

quand n croît indéfiniment. On a [formule (i3), n" 10, Chap. I] 

(47) |I-YJ<29ri^^A,).^. 

Ceci posé, je vais établir que, sous certaines conditions, I est un 
nombre transcendant. 

Soient \ un nombre algébrique racine d'une équation irréductible à 
coefficients entiers, de degré d^f{x) = o, r^s un nombre algébrique, 
racine d'une équation algébrique, irréductible ou non, à coefficients 
entiers de degré 8 lé/, cp(j:) = o, et qui soit une valeur approchée 
de \ sans être racine de f{x)\ soient r^a, . . ., r^g les racines de cette 
dernière équation autres que 7^1 : je prends 

où Bo est le coefficient de la plus haute puissance de x dans '^[x)\ F 
est un polynôme à coefficients entiers (M fonction des coefficients 
de f et de cp. Si tj« est suffisamment voisin de 5? pour préciser, 
si \\ — 7^1 1 est plus petit que le module de la difiiérence de deux ra- 
cines quelconques de /(-r), /(^h) est ^o; il en est de même de 
y(T,2), ..., f{T\i)^ car, si, par exemple, Tj2 était racine de l'équation 
irréductible f{x) = o^/{x) diviserait 'f{x) [théorème connu (^ )], et 
il faudrait </>'ô. Donc F est ^ o, et, par suite, puisque F est un 



(') NiBWENOLOWSKi, Cours d'Algèbre de Mathematit/ues spéciales, l. II, a'édit., 
Paris, A. Colin, 1891, p. 3ii. 
C') Id., p. 289. 
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nombre entier. 

' F I = i^ l/^^i ) I ^ I B?/(T,5 ) . . -/(r.6)|-«. 

On forme d'ailleurs facilement une limite supérieure du module 
des racines de ^(.r) = o, puis une limite supérieure 4> de |/'t,2^ !• • • •» 
|/(/^.£)|- On en déduira 

• l/(T.,)UiB','ct>S-i,-i. 
Mais 



/Ci. )=/<{-- T.,- 0=/(5)-(rn-$)/'[î--e(r,,-J)]. o<e<i, 
d'où 
(57) f\r,o = (Trii— $)M,, 

où M4 est aussi voisin qu'on veut de/'(5) dès que |7i, — Ç| est suffi- 
samment petit par rapport au module de la différence de deux racines 
de/( j;). Donc (' ) 

(6t) hi-{U|MjBi'ct>ô-i|-i. 

On peut ainsi assigner une limite inférieure de |t,, — \ j. 

Ceci posé, j^admets que 1 soit algébrique, c'est-à-dire racine d'une 

équation irréductible donnée à coefficients entiers fix) = o. Je vais 

appliquer ce procédé en prenant 5 = 1, Tj^ = Y«, '^ (j;; = o n'étant 

autre que Féqualion (Sy), et je montrerai que, si Ar„ est suffisamment 

grand, quand on donne K^ et a,,, on est conduit à une impossibilité. 

Il en résultera que I est transrendant. 

Ici, 

Bo=R„, F=R^/rY;)/(Y„); 

si je suppose que tous les coefficients de f{x) aient leur valeur 



(') On arriverait à une inégalité plus précise en calculant 4» en général; on s^ins- 
pirera pour cela du Chapitre II. Il est bien entendu que. lorsqu*on appliquera celle 
formule, certains détails de la démonstration pourront devoir être vérifiés au point 
de vue de l'espèce. 

Si certaines des racines de ?(a;), t;,, ti„ ..., t,^ par exemple, étaient égales à t„, 
un calcul analogue conduit à la même inégaliié, où toutefois on doit supposer M,>i, 



LES FRACTIONS DÉCIMALES ET LKS FRACTIONS CONTINUES, ETC. l35 

absolue S,al : 

d'apn^s {Z-i bis); 

I I - Y„ I :> I M,a'(^-r- D.MrfRîS Rï'| " ^ 

d'après (67); M^ possède d'ailleurs une limite supérieure commune 
M', pour toutes les équations /« .r) = o en nombre fini de degré d^fi'j 
et dont les coefficients ont leur valeur absolue^ a'; d'après (47), pour 
toutes ces équations, 

(7.) Î7â.^Av..< I M>'(«'^i)M-'R7;Rr I- 

Dans le second membre de cette inégalité, tous les éléments sont 
déterminés dès que a\ /i, a,,, X,,, les quotients de la partie non pério- 
dique et ceux de la partie périodique sont déterminés; M est aussi 
déterminé, car, pour n assez grand, Y,/ est déterminé à une quantité 
près qui diffère de o d aussi peu qu'on veut, et M peut être pris égal à 
la plus grande des quantités i et 2!"', par exemple. 

Dans le premier membre, au contraire, on peut disposer de Y;j de 
façon que 7a„-*-Â,X» soit aussi grand qu'on veut. L'inégalité (77) est 
donc impossible et I n'est racine d'aucune équation algébrique irré- 
ductible dont le degré et les coefficients, entiers, sont, en valeur 
absolue, Sa\ a! étant arbitraire. 

Si donc, pour une infinité de valeurs de /i, k^ croit suffisamment 
vite avec// par rapporta a„, A,, et aux quotients incomplets, le raison- 
nement s'appliquera toujours pour toute valeur de a! à partir d'une 
certaine valeur de /^ et [ n'est racine d'aucune équation algébrique 
à coefficients entiers, c'est-à-dire est un nombre transcendant , 
car (^7) est toujours impossible d<>s que n est assez grand. 

c. V. F. D. 

On obtient un exemple étendu de pareilles fractions continues I 
en partant des fractions ordinaires quasi-périodiques simples qui 
expriment dans le système de numération de base q\ première à y' les 
nombres 



X= A 



"2^''^'"'^"' 
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considérés au ihéorème I-, puis prenant la fraction continue qui a 
pour quotients incomplets les cliinVes successifs de X à droite de la 
virgule, X étant exprimé dans le système de hase q\. ou encore des 
nombres /i,, /'2, ... correspondant à ces cliillres, de façon qu'à deux 
chillVes distints correspondent des nombres distincts, à deux chiflres 
identiques des nombres identiques. Si 'l,t croit suffisamment vite avec 
/i, k,i croîtra aussi \itc qu'on veut et I sera transcendant. 

Le nombre 1 ainsi obtenu est une fraction continue quasi-pério- 
dique sim[)le, dont tous les qu«)tients incomplets sont limités, le 
nombre de ceux de ces quotients qui sont distincts étant limité. 

On obtiendra une fraction continue quasi-périodique, mixte en 
général, en prenant la fraction continue 

I, = a^ -f- 1 : rt j -r- . . . — I : a^ -4- I : I, 

où a\^^ a\^ . . ., a' sont des entiers fixes positifs ( '). I, est de la forme 

|, = (PI^P')(Q|-hQ') », 

et dépend eflectivement de 1, car 

PQ'._P'Q=±I. 

Mais on peut former des fractions continues V dont les quotients 
incomplets croissent indéfiniment. 

Ainsi, je prends pour les ky premiers quotients Tunité, puis pour 
les iky suivants i et 2, pour les 3X i suivants i, 2 et 3, etc. : kn crois- 
sant suffisamment vile avec n, on peut prendre 

a, = 0, a5=A-,, ..., 23= X, -f- 2A-2, 

a„ = A", -f- '2 A * -+- . . . -H ( n — I ) Â:„ -, , . . . , 
X, = 1. X, = 2, X„=^/i, 

Il est bien évident que, pour une croissance suffisamment rapide 
de kfi avec /?, l'inégalité (77) sera impossible; il est bien évident 
aussi, puisque les quotients incomplets croissent indéfiniment, que 1' 
n'est pas une fraction continue périodique ordinaire, qui serait racine 



(') Il suffira pour cela que les nombres a'^. .... a' soient distincts des nombres 
/i,, ^2, .... 
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d'une équation algébrique du deuxième degré à coefficients entiers (*); 
V est un nombre transcendant. 

On en déduira encore des fractions quasi-périodiques mixtes ana- 
logues 

Au lieu de prendre pour périodes i, puis i, 2, puis i, 2, 3, etc., 
on pourra prendre, par exemple, C|, puis c,, 62, puis Ci, Ca, c-i, etc., 
les nombres entiers Ci, Ca, c.i, ..., c,,, ... étant distincts et constam- 
ment croissants (^). 

On remarquera que les fractions continues quasi-périodiques sont 
des nombres transcendants qui peuvent être distincts des nombres 
transcendants de Liouvilie. 11 en est ainsi en particulier quand les 
quotients incomplets sont tous limités, ou quand le 1"*'"'' quotient 
incomplet est inférieur à P" (à fixe positif quelconque) d'après la for- 
mule (36) (p. 124). C'est le cas des nombres transcendants 1, li, I', 
r, que Ton vient de former. 

Enfin on observera que, d'après la forme de leur développement 

en fraction continue (Cliap. VI, p. i23), __ ^ oii q est entier ^i, 

n'est pas quasi-périodique, car les quotients incomplets a,^ croissent 
constamment et indéfiniment avec n. 

On peut encore se demander si J=/?<jr~M est quasi-périodique 
quand I Test et que />y~* est rationnel avec />, q entiers >• o. 

On remanjuera que pq~^{\ — Y,^) est aussi petit qu'on veut, dès 
que kfi est assez grand par rapport à \„ et a,,. D'après (37), 
Tj,t-=i pq~^Y n est d'ailleurs racine d'une équation du deuxième degré 

q^ K„ Zl -f- pq K'„ Zn -+- z?'^ R; = o, 

analogue à (S?). On sait (') que Z;, est une fraction continue pério- 
dique dont la période a au plus 2 A'= ^^^^(R^/' — /jF^rtR^^) termes, 
et que les quotients incomplets sont < 2y^A' = />gry'R^^- — 4R«R1I/Î 



(*) Propriété connue, qui se vérifie, coniine on l'a vu, à propos de l'équation (3.). 
(-) Le cas échéant, il pourra être utile de consulter V Intermédiaire des Mathé- 
maticiens , 190'^, p. 83-84. 

(*) Serret, Algèbre supérieure, 5* édit., t. I, i885, p. 38, 44. 4-^ 
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R«, R',^, K'^ ne dépendant pas de Ar,,, quand I est donné, on voit que, 
si kfi est assez grand par rapport à X« et a„, | J — Z,, I étant aussi petit 
qu'on veut, J a avec Z,, autant de périodes communes qu'on veut. 
Donc, si A'n croit suflisamment vite avec /i par rapport» à X;, et a^, 
/>y~' I est aussi quasi-périodique. 

Ces résultats restent vrais pourJ etZ,, quels que soient/? et ^ quand 
on prend pour/? et ^ toutes les valeurs ^n. On peut donc conclure : 

Si k'n croit suflisamment vite avec n, par rapport à a,, et \„^ 
pq~^ 1 est (/uasi- périodique, quels que soient les entiers p et q. Il 

en est 'le même le - ^ ^ > quand MN'— NM'^ o. 

Ln raisonnement analogue s'applique à \P {p entier ^/i), plus 
généralement à toute fonction rationnelle J'=:A(I) à coefficients 
entiers en valeur absolue b n et de degré S n formée avec I, et qui est 
évidemment un nombre transcendant. En eft'et, si U,i=^î^(Y„), 
I J' — V>f^ I est aussi petit qu'on \eul dès que n et A*,i sont assez grands. 
^ L,i est racine d'une équation du second degré 

u?,-U4.^(Y„)-^^(y;j]-^.(Y,)^(Y;) = o, 

qui est de la forme 

équation analogue à (3:), S«, S^^^ S!^ étant entiers. S^, S^,, S", ont 
leurs modules limités en fonction de /?, R„, R'„, R"^. 

Cette équation est ou non irréductible. 

Si elle est réductible pour une infinité de valeurs n^ de /i, c'est- 
à dire si U„j=i(Y„ ) est rationnel pour une infinité de valeurs /i, 
de /î, on peut prendre k'n assez rapidement croissant pour que 
I J' — U;,^ I soit aussi petit qu'on veut en fonction de /?«, en particulier 
pour que la suite des quantités rationnelles L\, soit une suite de 
Liouville : J' est alors un nombre transcendant de Liouville. 

Si cette équation est irréductible pour une infinité de valeurs /i, 
de n, U;,^ a un développement en fraction continue périodique pour 
lequel les quotients incomplets et le nombre de ces quotients par pé- 
riode sont limités en fonction de n^ ; lorsque k^ croit assez vite avec /i, 
U„^ a autant de périodes communes qu'on veut avec J' et J' est une 
fraction continue quasi-périodique. Donc, en résumé : 
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Théorème IV7. — Si kft croit suffisamment vite avec n par rap- 
port à %n et \n : I** les quantités (Ml -{- N) (M'I-h N')"*, avec 
MN'— NM'?:^ O, M, N, M', N' entiers quelconques, ont toutes leur 
développements en fraction continue quasi-périodique ; 2° toute 
fraction rationnelle de 1,^(1)^ à coefficients entiers, est un nombre 
de Liouville (*) ou une fraction continue quasi-périodique. 

Dans le cas particulier où 'i(I) = |a», soit •}( Y„) rationnel et = p; 
YJ — = et R,/ Yj[ -I- R^ Y,^ -h ^],= o ont une racine commune; la 
deuxième équation est irréductible, puisque Y„ est une véritable 
irrationnelle quadratique; la première équation admet pour racine 
Y;^, forcément ^ Y„ et réel comme Y„ : donc p est pair et Y,, ^ — Y^^, 
R^, = 0. On sait qu'alors, en supposant l >> o, la condition R„=o 
entraîne, avec mes notations, a,/5o (-). On voit donc que \P est une 
fraction continue quasi-périodique quand p est impair, ou quand, p 
étant pair, a,, est >• o pour une infinité de valeurs de n] donc : 

En général, \p est une fraction continue quasi-périodique. 

On voit en même temps que, si 1 une fraction continue quasi- pé- 
riodique, et 

r= a;, H- 1 :«;-+-...-+-! :a^,-i-i : i, 

\'P est en général une fraction analogue dès que /?'^i, pourvu que 
les a- soient choisis convenablement (voir plus haut, p. i3()-i3-). 

Extensions probables, — Les théories de ce Chapitre paraissent 
su&ce[)tibles d'extensions; dans l'état actuel de la théorie des fractions 
continues, celles-ci semblent difliciles; je me contenterai de l'indica- 
tion suivante, un peu vague : les racines des équations du second 
degré à coefficients entiers sont ou des nombres rationnels (fractions 
continues limitées) ou des irrationnelles qua<lratiques (fractions con- 
tinues périodiques). Si Ton peut, par un procédé quelconque, sur- 



(') Ce cas peut se présenler {voir Note II à la fin du Volume). 

(') Je demanderai qu'on admette ce résultat : on en trouvera une démonstration 
dans V Algèbre supérieure de Scrret {loc. cit., p. 4^ et 55 ) ; on «loit nf)ter que Serret 
compte le terme a^ parmi les termes périodiques ou non périodiques suivant les cas, 
par suite ot^+i termes non périodiques. 
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tout par un développement en fraction continue, définir des quantités 
racines d'équations du troisième, quatrième, ... dejijré à coefficients 
entiers, c'est-à-dire des irrationnelles cubiques, biquadratiques, etc., 
il semble possible qu'on en déduise des nombres quasi-cubiques, 
quasi-biquadratiques, etc., comme on a déduit du développement en 
fraction continue des irrationnelles quadratiques des fractions con- 
tinues quasi-périodiques, c'est-à-dire des nombres quasi-quadra- 
tiques ' '). 

Enfin, on pourra chercher à définir des nombres transcendants à 
l'aide de la représentation des nombres soug forme de radicaux super- 
posés indiquée par M. P. Wiernsber^er (-). Les procédés analoij:ues à 
ceux appliqués dans cet Ouvrage pour faire dériver les fractions déci- 
males et les fractions continues quasi-périodiques des fractions déci- 
males et des fra(*lions continues périodi(|ues seraient à essayer pour 
les radicaux suj)erposés. 



(*) Le sens des mots quasi-quadratiques, quasi-cubiques, etc. me semble suffi- 
samment pn-cis dans respècc : ces mots sont d'ailleurs assez suggestifs par eux- 
mrmes. 

Peut-être pourrait-on s'inspirer d'idées ingénieuses de M. R. de Montessus {^Inter- 
médiaire des Mathématiciens, 1897, p. 4^), ou encore des beaux travaux de M. Min- 
kowski {Gottinger \achrichten, 1899, P* ^4) 

(^) Comptes rendus. 28 déc 190t. p. ii33; 6 juin 1904, p. t^oi; Journal fur Ma- 
thematik (Crelle), ifjoô. t. CXX\, p. i44- 

Comme exemple de fraclion continue I quasi-périodique, dont les quotients incom- 
plets sont limités et l r. on peut citer celles obtenues en prenant, pour la suite s„, 
A„ quotients incomplets égaux à r, <r(X„=i), les a„-i-i quotients incomplets de la 
partie non périodique correspondante étant formés de la partie non périodique 
(a„_,-+-i quotients ) qui |)récéde 5„_, dans I, des /,,^, quotients de s„. , et du quo- 
tient fla^= /v?^ /•,. avec /'oS /• : pour que I >ioit transcendant, il suffit, d'après (7-) 

a„ =r a,,,-*- A-„_i-f- I, A„a-*>a, 

pour une infinité de valeurs de n, si grand (jue soit o. Il suffira alors que la suite 
des Â„ soit d'ordre > (2.0) dans la première rlassiflcation des suites A,, A,. . . . , A-„, . . . 
(^ote II k la fin du Volume). On formera facilement d'autres exemples analogues. 



CHAPITRE VIII. 



QUELQUES PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DES RACINES 
DES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES. 



Je vais me contenter d'indiquer ici deux propriétés des racines des 
séries à coefficients rationnels. 

Théohème Ig. — Soit la /onction quasi-entière 

00 ao ao 



où les coefficients et a, sont rationnels yé o, les rsi, m® et ts\^^ étant 
entiers, 

Cn=Sntn'. c>?> = 51,0) /,o)-i ^ ^a = ,;^i ^ ^u )- 1 û„, . . . , ^„, . . . entiers), 
avec 

\Sn\^^n. \s^\%r^\ \s^'\';^Tr. 

Les ^nt '^n'i '^)l étant donnés en fonction de n^ on peut toujours, 
pour toutes les fonctions F oit les s satisfont aux conditions ci- 
dessus, choisir un mode de croissance convenable assez rapide de 
^n- ^n y ^« ' pour que les fonctions F n\tient aucune racine algé- 
brique, autrement dit pour que F(s) soit transcendant dés que Ç 
est algébrique, réel ou imaginaire (*), 

Je ne reproduis pas la démonstration de ce théorème qu'on trou- 



(') Quand F(«) est une fonction entière, on exclut bien entendu la valeur 07 = 0. 

Il est bien évident, d'après la démonstration, qu'une propriété semblable, avec 
une démonstration identique, a lieu pour les fonctions obtenues en ajoutant à F(z) 
un nombre fini de séries analogues à la dernière du deuxième membre de(ij), les c^}^ 
et les a^ étant rationnels et satisfaisant à des conditions analogues. 
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vera dans le Bulletin de la Société mathématique, t. XXX, 1902, 
p. 147, et qui est très abordable. On doit remarquer ici que chacun 
des nombres Z,,^,, /;"J,, ^;/^, doit, pour qu'il y ait impossibilité d'une 
racine algébrique : i être pris supérieur à une certaine limite fonc- 
tion des tj, f'f\ t>\ o-y, Ty"', o-y (y =r o, I, 2, . . ., n) et de w; 2" être 
choisi d'une manière convenable, par exemple de façon que /„^i soit 
suffisamment plus petit que ^,"^, et t\ll^ (*). 

Dans le cas où ¥[z) est une fonction entière, ce théorème est une 
conséquence des considérations du Chapitre V, théorème la, p. 100. 
En effet, si c~' croît suffisamment vite avec //, et si Ton prend 

n 


on a 

c„H.,= P„^,Q;ii,-P„Q,I»; 

|F(i) — P«Q,7* I est, si Ton choisit /,, croissant assez vite avec n, 
< C^~*, où a peut être pris aussi grand qu'on veut dès que /i est assez 
grand : F(5) est une des fonctions /(s) du théorème 1.,, car F(i) est 
transcendant. 

On a vu dans le Chapitre V (p. io5) que les séries 



(*) J'insi9le sur ce dernier point que ma démonstration ne précise pas. Celle-ci 
suppose, d'après les notations qui y sont adoptées, e„ ^ o pour une infinité de valeurs 
de n^ ce qui permet de trouver une limite inférieure de | «l>( F^) |. Si le contraire a 
lieu, c'est-à-dire si t^= o â partir d'une certaine valeur N de ;i, 

( «« = ««-Hi = . . . = 8,.^, - e,. = . . . = o, 

(2 ) \ 

\ c„^. ^'-' -+- cio) , H-» -+- c\}l, ( ; - a. )-!.'it = o, 

pour ;i>N. Ceci est bien impossible quand deux des séries du deuxième membre de 
¥{z) sont nulles identiquement, à moins que ce soient les deux dernières et que ^ = 0; 
si non, on en déduit une infinité de relations entre les coefficients c^,, cy/>^., c^*^,. 
Mais on arrive à une impossibilité absolue et à l'énoncé du théorème en choisissant 
convenablement la croissance des i„, f,J>>, t^^^i : ainsi, on pourra prendre cj,*'c-i, 
^tP^n^ décroissant assez rapidement quand n crott; alors les racines de (2,) tendent 
toutes vers o quand n crott indéfiniment, et les équations (2,) n'ont aucune racine 
commune : F(C) est bien transcendant quand C est algébrique, réel ou imaginaire 
(on excepte la valeur ^ = o). 
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qui, pour des valeurs convenables des a„, peuvent, d'après le Cha- 
pitre IV (théorème II» et formules qui suivent, p. (J9) prendre des 
valeurs rationnelles ou algébriques pour des valeurs rationnelles ou 
algébriques ^zé o de x, ne jouissaient cerlainement pas de celte der- 
nière propriété quand | «,,4.4 | ^ bk{n)'^ t étant un nombre positif arbi- 
traire. Il en résulte que les séries qui remplissent ces dernières con- 
ditions n'ont pas de racines rationnelles ni de racines algébriques 
autres que zéro. Ceci est d'accord avec le théorème Ig. 

On peut aller plus loin dans cette voie et établir le théorème sui- 
vant : 

Théokème Ilg. — Soit la foncèion entière à coefficients ration* 
nels 

oc 


Cn= Sntn^ ^ O, | 5« | £ (T^, 

oii <T,f est une fonction donnée de /i, s,^ et tn sont des entiers, Sn est 
positif ou négatif. Je suppose que F(5) admette (*) pour racine 
réelle un nombre de Liouville. 

La rapidité de croissance des dénominateurs Q/ des réduites de 
ce nombre avec i est limitée en fonction de celle des \c~/ \ ou des 
tn^'n civ^c n (*) lorsque cette dernière n^est pas trop lente. 

En effet, il suffit de prouver que, o-« et/,, étant donnés, un nombre I 
de Liouville d'ordre suffisamment grand (au sens du Chapitre I, n" 10, 
t?o/r encore Note II à la fin du Volume) ne peut être racine de F(5). 

Je suppose que 1 soit la limite d'une suite (1 3) de fractions (p. 27); 
ces fractions sont des réduites de l; soit 1/= P/Q7* une d'entre elles, 
/ième réduite de I, et telle que, dès que 1 est assez grand, par hypo- 
thèse, 



(*) Od sait qu'il y a une variété indéûnie de pareilles fonctions, d'après le Cha- 
pitre IV. 

(') Ce qui fait l'importance de ce théorème, c'est qu'il est applicable à toutes les 
fonctions F(z) telles que \in\'k^ni ^^^ ^^^ '^^ ^n^ ^n ^^^^ donnés. L'ensemble (au 
sens de M. Gantor) de ces fonctions a la puissance du continu. 

Je suppose que, à partir d'une certaine valeur de /t, ^„ et { c~i | soient toujours 
croissants et croissent assez vite. 



144 CHAPITRE VIII. 

OÙ I ;jL| I est limité supérieurement et l: a. Comme exemple de pareils 
nombres, je citerai les nombres de la Remarque III du Chapitre 111, 
p. 4o, où /f >> 1. Soit 

n 

Sn=Fn(\) = ^c,„l^^o, F(I) = S„-+-T„ = o; 



on a, si c„^j est le premier (') des coefficients c,,^,, Cn^2^ ••• qui 
soit ^ o, c,', la valeur absolue de C//, 

la décroissance des | €„ \ étant suffisamment rapide dès que n est assez 
grand, et 

n 



avec 



U„T),= F„(l ) — Fn(h) = r,i F;,^'( I;-h Ot),), o < e < I, 
|U„ I ^ M, M étant limité supérieurement. Dès lors 

n 



où \1,,\S_2, 

Si />,, = o, p,i^j est ^ o ; à condition de poser au besoin n -f-y = w, , 
puis de remplacer /i, par //, je puis admettre que p„ est ^ o, donc 

que \pfi\^i . On doit avoir alors 

I Tr),Un-h X„C„^yI«-^y I = I />„ I I /o . . . tnQ" \-'à(fo . . . ^«Q?)-S 

et, rt Jortioriy 

(3») MHiQ7^',-+-2ci„,y;-i,.I'W>(;o...^Q?)-» 

en remplaçant | r^Ufi \ et | X,/C„^y 1"+^ | par leurs limites supérieures. 



(^) Ce n'est qu'à la (in de la démonstration que je ferai, conformément à l'énoocé 
du théorème, la restriction y = i : la port(-e de la démonstration est plus étendue que 
le ferait penser l'énoncé. Je suppose ici I positif, ce qui est toujours permis, car il 
suffit de choisir en conséquence les signes des s„. 
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Ceci posé, les t„ et les Q, étant donnés, je prends, pour une valeur 
donnée de i assez grande, la plus petite valeur V| de n telle que 

Us) Q?^^o...^ 

quand /i^v/. Il y en a toujours une dès que ^,/ >• 3", pour n assez 
grand, quel que soit le nombre fixe p. On a en même temps 

(5s) Q">to...fn 

quand /« < v/. En effet, si Q]^t^.. .ty,, i étant assez grand et les t^ 
constamment croissants au moins à partir d'une certaine valeur n' 
de /i, il faut /v=Qi (^o^i et t^ sont, si Ton veut, <C Qi); donc 
Q/"*"'= ^0 • • • 'v • . • ^v+/ Cl fortiori (/=i,2,...). Parmi les valeurs de 
n ^V|, je prends la plus petite v/-h // telle que /?„ soit ^z^ o. La for- 
mule (3g) est applicable à cette valeur de n, et Ton n^a pas à la fois 

/ 4 <!n^J tnlj ^"-^J <{h...tn Q? )"', 



c'est-à-dire 

(68) 



/ 4 <J/iH-y i"-^Jto... tn Q? < t„^j ; 



OU encore quand n = v/H- /|, d'après (48 )? « fortiori. Ton n'a pas à 
la fois 

La seconde inégalité a toujours lieu quand n est assez grand, les o*,! 
étant donnés, si les nombres //lO*^* croissent assez vite avec n. Par 
conséquent la première inégalité ne doit pas avoir lieu, c'est-à-dire 
qu'il faut 

(78) QiH.,^2MfJl(;o.../v,W,)». 

Une fois que les //, et les 7n sont fixés, si Ton se donne une limite 
supérieure fonction de n de la différence / entre les indices de deux 
coefficients 5„ consécutifs ^ o, par exemple si Ton spécifie que y ^ y, 
on a /i^y, et (^g) donne une limite supérieure de Q<4.«. Par consé- 
quent la croissance des Q/ avec i ne peut être trop rapide, une fois 
M. 10 
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que l'on s'est donné les o*,,, les tn et une limite supérieure fonction 
de n du nombre des termes nuls de V[z) qui suivent le (// -h i )'*'"*'. 

Le théorème en résulte de suite si Ton fait v= i et si Ton suppose 
que les 1/ sont des réduites consécutiK-es, 11 est bien évident alors que, 
si les Q/ croissent très rapidement avec £, il faudra que les ^«a-~* 
jouissent de la même propriété avec /^. c. g. f. d. 

Cette démonstration comporte d'autres conséquences intéressantes : 
je suppose qu'une racine réelle soit de la forme indiquée au 
théorème I7, 



I = A-f- 



2^"^"'^" 



(A positif ou négatif) : les t,t et ^„ étant donnés, t„ et t~* croissant 
assez vite avec /?, i^n ne peut croître relativement trop vite : le nombre 
des zéros de I qui suivent le m^^"*^ chiffre est limité supérieure- 
ment en fonction de m pour l'ensemble des /onctions F(z) cor^ 
respondantes. 

De même, les quotients incomplets du développement en frac- 
tion continue des racines réelles de ces fonctions F(z) ont leur 
croissance limitée dans les mêmes conditions. 

Enfin, je signalerai que les équations 

oc -^« 

— • 

où les Cn sont réels et donnés absolument quelconques (F et F| con- 
vergeant) jouissent dans le domaine de convergence de propriétés si- 
milaires, quand les entiers positifs w,,^ — rj5_„ croissent suffisamment 
vite avec n par rapport aux | <?~* i ( ' ). 



(') On trouvera à cet égard des indications suffisantes par exemple dans mon 
Mémoire du Journal de Mathématiques : Sur tes racines des équations transcen- 
dantes, «901, p. 422-435; comparer Comptes rendus, 1901, 2' semestre, p. 1192, et 
Acta Mathematica, 1905, p. 3o3. 

Il serait intéressant de chercher à traiter les matières de ce Chapitre VIII au poiot 
de vue plus précis de la Note II à la fin du Volume. 
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TRANSCENDANCE DE e ET ic. — IMPOSSIBILITÉ DE LA QUADRATURE 

DU CERCLE. 



Il n'est pas possible de faire une Introduction à la théorie des 
nombres transcendants sans parler des mémorables recherches 
d'Hermite et de M. Lindemann, lesquelles ont établi que les nombres e 
(Hermite) et tz (Lindemann) sont transcendants. 

Diverses démonstrations assez simples de ces propriétés ont été pu- 
bliées, dues à Stieltjes et à MM. D. Hilbert, A. Hurwilz, P. Gordan(*), 
Rouché (^), etc. Je vais indiquer ici celle du Cours lithographie de 
V École Polytechnique de M. Jordan (') pour e^ celle de M. Hilbert 
pour 71. Je montrerai qu'on peut en conclure l'impossibilité de la 
quadrature du cercle. 

Transcendance de e. 

Théorème I9. — Le nombre e est transcendant. 

Soit P un polynôme entier en :f; on a, en intégrant par parties, 

l / Pe-'dx—l P'e-'û^a: =(— P<f-')îf, 
\ I P'e-^dx-- / P'e-^dx = {--?'€-'):', 

Si l'on continue jusqu'à ce qu'on trouve une dérivée P^*^ nulle, et 



(*) Comptes rendus, 10 février 1890, p. 2C7; Math. Ann., t. \LIII, 1898, p. 216, 
aao, -J22. 

(^) Géométrie, de MM. Rouché et Comberousse, t. II, Paris, Gauthier-Viliars. 

(') Analogue d'ailleurs à celle de M. Hilberi pour e et n. Je ne puis ici que ren- 
▼oycr aux recherches de M. Hensel sur la théorie des nombres transcendants; je 
n'en connais encore qu'un résumé {Jahresbericht der D. Math. Vereinigung, 
novembre-décembre 1905, p. 545 et suiv.) : les résultats annnncés paraissent impor- 
tants et pleins de promesses. 
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si Ton pose 

(I9) P-hP'-+-P'-4-... = FiX)y 

on a, en additionnant membre à membre, 

Pe-'dx = — \e-'F(x)\ = F(o) — e-'«F 



(m), 



ou 






Fe-^dx =— F(m)^e'n F(o). 



Je suppose alors que e ne soit pas transcendant, c'est-à-dire soit 
racine d'une équation algébrique à coefficients entiers, 



Co H- Cl e -4- Cj c' -H . . . -+- c„ e'» = o, 



Co9^ o; 



je donne successivement à m dans la formule (2,) les valeurs 0,1^ 
2, . . ., /i, et j'additionne les égalités obtenues en multipliant les deux 
membres respectivement par Co, c,, . . ., c„, U vient 



(39) 



m 

Scnte^n Ç Ve-' dx = — \cmF{m), 

^" «-'0 ^^ 



Pour démontrer le théorème, il me suffira d'établir l'impossibilité de 
cette égalité pour une valeur particulière du polynôme P; je prendrai 

?{x) = xP-Hx^ i)P(x — 'i)p. ,,{x — n)P [(/? — !)!]-«, 

oùp est un nombre premier suffisamment grand et >• /i ; j'établirai que, 
pour une valeur convenable de />, le premier membre de (89) est < 1 
en valeur absolue, tandis que le second membre est un entier ^ o. 

i" En efl'et, quand oî^£/i, e"-^^i, et \x — fc\Sn pour 
/r = o, 1 , 2, . . ., ou /î; donc 

I F e--^ I £ n"P^P-^ [(/^ — ' ) î J~* ; 

c,„e'^ / Pe--'dx\^\c,„\e'nnnp^P-^[{p — i)\]-Hxy^ 
Jq I 



2'^""'"/" 



P e--» dx 
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en posant 

Soit />>).=: 2 /i""*"' = 2 [JL ; on a 

<49) (/i«-^>)/'-»[(/>-i)!J-» = fJi>^(X!)-ifi(X-Hi)-»iJi(X-4-2) '...fi(X-H/?-X-i)-> 
<fA>(X!)-»2-^/'->^-t^ 

Cette dernière quantité est -< (2c)"* dès que p est assez grand, et, 
par suite, le premier membre de (Sg) a alors sa valeur absolue •< ^. 

2** Le développement de P suivant les puissances croissantes de x 
est de la forme 

P = [( — i)''P( n ! yxP-^ H- ^qXP -h viarA»^» -f- ...][(/> — i ) ! ]"*» 

V0, Vi, ... étant des nombres entiers. Pour :f = o, P et ses/? — 2 pre- 
mières dérivées sont nulles; les suivantes ont les valeurs 

<49 ois) l 

A partir de P^/'^(o), leurs valeurs sont des entiers divisibles par/>, 
jusqu'à Pï^'»^*^/"(o) qui est nul. Dès lors, si Ton prend p premier 
> |Cw,| (m = o, I, 2, . . ., n), comme p est > /i, {nl)P est premier 
à p, et Co F(o) est premier à /?, d'après (19). 

Pour X = m > o, P(^) étant de la forme 

P(/n-»-a? — m) = [po(x— m)/'-Hpi(iF — m )a»^i h- ...][(/> — 1)!]-*, 

OÙ po, pi, ... sont des entiers, les p — i premières dérivées de P 
s'annulent pour x = m; les suivantes prennent les valeurs p©/?, 

n 

p,/>(/>-hi), ...? entiers divisibles par p. Par conséquent Vcm F (m) 

n 

sera un entier divisible par/>, et^c^ F('w) un entier non divisible 


par/>, par suite un entier ^zé o; il en est de même du second membre 
de (3»). c. Q. F. D. 

Transcendance de tz. 

Théorème II,. — Le nombre tz est transcendant. 



IX' CHAMTmE I\. 

Je fuppo5« que t: soit un nombre algébrique, c'est-à-dire racine 
d'une équation algébrique à coefficients entiers : il en sera de même 

de I, =: /t: = t:^ — i : soient a,, a* a, les racines de l'équation 

irréductible à coefficients entiers réels dont a, est racine. On a 

'il. '1 — <e*î . I — ^*i 1 — ^*- ■ = 1 — ^^» — r?: — -*- e^ = o. 

Les nombres i,, i^ iv ^•»nï 1^> racines d'une équation algé- 
brique à coefficients entiers. • .r — i, ■ x — i^ - - . * -r — ây > ^= o, qui 
peut ne pas être irréductible: si quelques-uns d'entre eux sont nuls, 

les rx autres 3,. i^ i.^ étant :=: o. res dernier? sont racines d'une 

équation algébrique à coefticients entiers de degré ;jl 

/i ^ I = Ci s'-^ — r z'^-^ — . . . — r.^ = o, 

avec Cp^^ o, et 

ift^, I — f%, — ^>, — ... — <»à, = a — ^^. -^ . . . -» ^i» = o. 

o;i a est un entier pas it'/ > o. 
Je multiplie les deux membres par 

* ♦ * d 

où /> est un nombre premier suffisamment grand, et 

^^Z^ = C^/iZ^. 

Je pose 

••y •-(» 

ici / est l'intégrale prise dans le plan complexe des z le long de la 
droite joignant l'origine au point 3y: / est l'intégrale prise le long 
d'une parallèle à l'axe réel allant de ij à -h x. Il est bien évident* 



<7f) 
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d'après un théorème fondamental de Cauchy sur la valeur d'une inté- 
grale de variable imaginaire le long d'un contour, que 

où / est la valeur de l'intégrale prise le long de Taxe réel, car le 

« 

module de 

le long d'un arc de cercle de rayon infiniment grand, où la partie 
réelle de z est positive, est plus petit que le module de z~^ (Cours 
d'Analyse de V Ecole Polytt'ch nique i. 
D'après (69), (-9) donne alors 

(8.) P,-hF,= o. 

Pour établir qu'il est absurde de supposer tt algébrique, il 
suffira, d'après (89), de montrer que, pour un choix convenable 
de />, P|[(/? — ')']* ^ ^^^"^ module entier ^ o, et p2[l/> — 0'] * 
son module •< i . 

i" Je m'occupe de Pi et je considère 

/=/ xt*-'^\g{,x)Ye-'' dx (a- réel); 
on a 

XP-'^\g{x)\P = XP-'^ (cj;-*-' J-IA-H C, c\x^-^^ ... H- C^e^^Y 

= c^c'^^^xP-'^ -t- po.r/' -t- p, xP^^ -^ . . . , 
où po? ?ii ••• sont des entiers; 
(9») / =/ J'''~4/Ç'('^>]''«"'^-2" = c|ïc5f''(/> — i)î -h p)w!, 

où p est entier, d'après ( i^ bis) et uu raisonnement identique à celui 
qui a conduit à ( 4ii bis). 

Je considère / : si 3 = j:' -h 3y, 

<fP/ / = r {x-^'^j)P-^\g{x^'^j)\Pe-^'dx\ 
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Or 

dans celte formule, les coefficients des puissances de x' sont des 
polynômes en ^y de degré ^ u — i, à coefficients entiers tous mul- 
tiples de cf ; 

où To, Tj, ... sont des polynômes en ^y à coefficients entiers tous 
multiples de riJ''; le degré en x' est -< /?([x -h i), celui de py< [a/?- 
y étant réel, 

Sq= I x'^e-*' dx' == q\y 

d'après (19 bis) et une formule analogue à (49 bis)\ 

(10.) e^i r ^p\Q{^j), 

où G(3y) est un polynôme en ^y, de degré < ijl/> en jiy et de coeffi- 
cients entiers tous multiples de c^^, 

G(Po-^G(p,)-+-...^-G(Pj,) 

est alors une fonction symétrique à coefficients entiers des racines 
de /(z) = o de degré •< u/?, qui contient en facteur cj'*, et est de la 

forme 

H = H(coPi)-HH(Co^)-h,..-+-H(coP^), 

H(jk) étant un polynôme en j^ à coefficients entiers : les Cq^j sont 
les racines de Téquation algébrique en Z 

Ca(Zcô* )V--^ c^ (Zcô* )(*-i-f-. . .-^ c^= o 
ou 

Z{A-h c, Z(A-» -+- c,CoZh--«-+-. . .-+- Cjicf"* = o. 

Cette dernière ayant ses coefficients entiers, H est un nombre 
entier. 

11 en résulte, d'après (79), (99) et (1O9), que 
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OÙ \ est entier. Si Ton prend /' premier plus grand que a, que | c^ | 
et que | c© |, Pi[(/> — i)-] ' ^^^ "^ entier positif ou négatif ^ o. 

a" Je considère maintenant P2. 

Le long de la ligne d'inlégration, de o à ^y, z g{z) et e"^ g{z) ont 
leurs modules limités et plus petits, quel que soit Py, que M et m . 
respectivement; donc 

/ <mMA'-> / rfz^mMp-i|py| (y=i,a \l). 

Si 

X: = (|3,gp,|-»-...-+-!Pp,<?P^|)m, 
|P,| <kMt*-^\ 

\^'i\[{p — On~* ^^^ P*"^ petit que kMP-'[{p — i)!]"*, et peut être 
pris <C -> dès que p est assez grand; on le vérifiera au besoin en 
raisonnant comme à propos de (4»)- c- <^- ^- ^^ 

Remarque /. — eP^~\ tzP^~\ plus généralement ^Pf~\ où $ est 
transcendant, p, q entiers -^ o, positifs ou négatifs, sont trans- 
cendants. 

Sinon, soit $/'^"*= Xx algébrique : x'\ est algébrique; $''= x\ serait 
algébrique, par suite aussi \. 

Remarque IL — On a établi en fait, dans la démonstration de la 
transcendance de ir, les résultats suivants, valables lorsque /> est pre- 
mier et assez grand : 

i" [{p — i)l]'*al est un entier non multiple de/? et ^ o quand 

• 

•2" eP« / -h. . .-f- ePt* / est un entier multiple de /> ! ; 

3 ' eP« / -h . . . -+- e^K / a son module < - ( a> — i ) ! . 

La seule hypothèse que l'on ait utilisée est que p,, ..., ^^ sont 
racines d'une même équation algébrique à coefficients entiers. La 
portée du raisonnement est donc très générale, et il conduit au 
résultat suivant ( * ) : 



(') M. Hilbert a d ailleurs indiqué sans donner de détdils qu'il était possible 
d'étendre sa démonstration (voir Math. Ann., t. \LIII, p. 219). 
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telles que la série ^^a„t~* x" soit convergente quels que soient les 

entiers positifs ou négatifs n^j <'i, . . . , ««, . . . , quand | «o |» | ^i h • • • " 
\a„\, ... ont une limite supérieure finie A, si ^ est un nombre quel- 
conque non algébrique et si toj tt, . . . , ^«, . . . croissent suffisamment 
vite avec /i, aucun nombre fonction algébrique à coefficients entiers 

de Ç n'est racine d'une des l'-quations Va;,/'*d:"=o (une infinité 



des coefficients a„ est supposée ^ o). 

2" Tout étant posé comme ci-dessus, et ^ étant algébrique ou trans- 
cendant, soit 

Y = 6o -K 6, ;-'>t-+-. . . -+- ô/î-'VîH- . . . , 

(è/ entier =\^\, Kl>i); les i/ croissant assez vite avec l : a. — 
Y ne peut être algébrique; b. — Y ne peut être racine de 

oe 



quand t„ croit suffisamment vite avec n. 

Impossibilité de la quadrature du cercle — Il faut d'abord 
définir ce qu'on entend par cette expression; chercher à opérer la 
quadrature du cercle, c'est chercher, un cercle étant donné, à con- 
struire, par un nombre fini d'opérations, un carré ayant une aire équi- 
valente, en ne se servant que de la règle et du compas. Par consé- 
quent, on se donne a priori \e rayon R du cercle, qu'on peut d'ailleurs 
prendre pour unité de longueur. 

Quelles sont alors les constructions que permettent de faire les 
deux instruments en question? Ils permettent de mener des circonfé- 
rences de centre déterminé, de transporter des longueurs d'une droite 
sur une autre en les portant à partir d'un point donné, de mener des 
droites parallèles à des droites donnéesou passant par des pointsdonnés, 
par suite de mener des droites perpendiculaires à une droite donnée. 

La seule donnée qui, d'après ce qui précède, soit livrée au hasard 
dans la construction est la position des extrémités d'un rayon du 
cercle donné dans le plan, position qui est la donnée initiale (plus 
généralement, pour une construction quelconque, la position des 
extrémités d'une droite donnée prise pour unité de longueur). 
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Voilà une première manière ( manière A ou problème A) d'entendre 
une construction par la règle et le compas et sa possibilité. 

Etant donnés deux axes rectangulaires Ox, Or, si Ton prend une 
longueur égale à Tunité sur Taxe Ox à partir de l'origine O, j'admet- 
trai d'abord que Ton ait, en se ser\ant au besoin du compas, divisé 
la longueur unité en un certain nombre de parties égales, mené des 
circonférences de rayons rationnels ayant pour centres des points 
dont les deux coordonnées sont des fonctions rationnelles pq~*, où 
/>, q sont entiers positifs ou négatifs, c'est-à dire des circonférences Ci 
dont l'équation sera de la forme 

où a, h, c sont des nombres rationnels positifs ou négatifs, et tracé 
des droites D| passant par des points de coordonnées rationnelles, 
dont les équations sont de la forme 

a'x -I- b'jr H- c = o, 

où Ton peut supposer b'a'~\ c'a'~^ rationnels, c'est-à-dire a', 6', d 
rationnels, si l'on prend a' rationnel. On peut construire en particu- 
lier les points Pj dont les coordonnées sont de la forme y^^'"*. 

Les points déterminés par Tintersection de ces droites et cercles 
ont tous leurs coordonnées racines d'équations du premier ou du 
second degré dont les coefficients sont rationnels. Ces points, que 
j'appellerai /?oi// ^5 P2, comprennent les points P«. 

J'opérerai sur les points Pj comme je Tai fait sur les points P| : je 
saurai construire des cercles C^ et des droites D^ dont les équations 
sont de la forme 

(a: — a,)«-^(^J^ — 6,)'= C?, 
a\ X -h h\ y H- c\ = o, 

où a«, 6|, Ci, a',, b\^ c\ sont fonctions rationnelles des coordonnées 
des P.J, et j'en déduirai par intersection les points Pj dont les coor- 
données sont racines d'équations du premier ou du deuxième degré à 
coefficients rationnels par rapport aux coordonnées de P^; et ainsi 
de suite. 

Une longueur ne pourra être construite par la règle et le compas 
que si, en déterminant un certain nombre de cercles, droites, 
points C.|, ..., C,M D,, ..., D„; P,, ..., P,„ je finis par tomber sur 
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deux points (\r,,, r,,), (j^^/,.>'',/) Je Tensemble P„, n élanl fini, donl 
la distance 

soit la longueur cherchée /. 

On voit par conséquent, par des éliminations successives, chaque 
coordonnée d'un point Vn q»i entre dans l'expression de / étant 
racine dune équation du premier ou du deuxième dejçré à coefficients 
rationnels par rapport aux coordonnées des Pw.i, que / est racine 
d'une équation algébrique à coefficients rationnels par rapport aux 
coordonnées des P,/_|, puis d'une équation algébrique à coefficients 
rationnels par rapport aux coordonnées des P//^.2, .... Finalement, 
/ est racine d'une équation algébrique à coefficients rationnels (M. 

Or le problème de la quadrature du cercle, s'il est possible, exige 
la construction du côté v du carré d'aire équivalente à celle du cercle 
de rayon i; donc y = ^'tt devrait être racine d'une équation algé- 
brique E, par suite aussi y^= t:^ comme on le verrait en éliminant y 
entre E et l'équation y'-» — tt = o. 

.Par conséquent, d'après le théorème II9 : 

Théorème IV9. — A^ec la première manière {manière A) d^ en- 
tendre le problème de la quadrature du cercle, celle-ci est impos- 
sible. 

Mais, si l'on admet que Ton puisse en outre s'aider dans les con- 
structions de droites menées au hasard ou de cercles de centre et de 
rayons choisis au hasard, on aura une autre manière (manière B ou 
problème B) d'entendre la possibilité d'une construction par la règle 
et le compas : le problème se comp'lique et aurait besoin d'être défini 
avec plus de précision. 

En elfet, je prends deux droites O \, OB faisant un angle O, et je 
porte sur OA, à partir de O, une longueur égale à l'unité; du point A 



(') On remarquera que les coordonnées des points P^ sont rationnelles, que celles 
des P2 ne contiennent que des racines rarrées de quantités rationnelles, etc.; plus 
généralement, les coordonnées des F\ ne renferment que des radicaux carrés. Les 
éliminations successives se faisant toutes entre équations du premier ou du deuxième 
degré, / sera racine d'une équation dont le degré est une puissance de 'j (comparer 
Klein, Leçons précitées, rédaction Griess, p. 12 et suiv., et mon Mémoire des Annales 
de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1904. p. 332). 
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j^abaisse, ce qui peut se faire avec la règle et le compas, une perpeu- 
diculaire sur OB; on a 

AB = sinO. 

Si, par hasard, l'angle O est tel que sinO = — , je n'aurai qu'à 

doubler AB, pour avoir \Jtz et résolu le problème de la quadrature 
du cercle. 




Mais je n'ai a priori, semble-t-il, aucun moyen de reconnaître un 
angle O convenable; cette remarque suggère le moyen de poser le 
problème. 

Lorsque je me permettrai de choisir au hasard un point défini par 
une ou deux de ses coordonnées ( * ), une direction de droite définie 
par son coefficient angulaire rn, un rayon R de circonférence, je con- 
viendrai que l'on ne fixe pas la valeur de ces quantités et que la con- 
struction doit rester la même dans sa marche si l'on fait varier, d'ail- 
leurs aussi peu qu'on veut, et d'une manière indépendante, ces 
quantités; si j'établis qu'en étudiant, dans la manière B, la possibi- 
lité d'une construction par la règle et le compas, celle-ci ne peut se 
faire qu'en attribuant à certaines des quantités prises au hasard des 
valeurs particulières, que l'on n'est pas sûr d'avoir choisies a priori^ 
je dirai que la construction est en général impossible par la règle et 
le compas ('-). 

Quelles sont alors les conditions pour qu'une construction soit en 
général impossible par la règle et le compas? 

Je raisonnerai de la même façon qu'à propos du problème .V : je 
partirai de points P', dont les coordonnées sont fonctions rationnelles 



(*) Une si le point est pris sur une ligne connue, deux s'il n'y est pas. 

(') Cela revient à dire que ces quantités ne doivent jouer dans la construction 
qu'un rôle auxiliaire, le même quelle que soit leur valeur dans un domaine de varia- 
tion d'ailleurs aussi petit qu'on veut. 
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à coelficienls rationnels (riin certain nombre d'arbitraires ;jl,, [jlj, . . ., 
[jLv, des cercles 

(> — a )« -h ( V — 6 )« = c', 

dont les centres sont des points P', et les rayons des fonctions ration- 
nelles à coefficients rationnels de a,, . . . , [jLv. des droites 

a' T -i- h' y -+- c'= o 

passant par deux points P, , où a\ //, c' sont, si Ton veut, fonctions 
rationnelles à coefficients rationnels de ui, 1x2, ..., [Xv. Je pourrai 
toujours supposer que les arbitraires a,, [x^, . . . , tXv soient les seules 
qui concourent à la construction considérée. 

Je prendrai alors les points P, déterminés par l'intersection de ces 
droites et cercles, et j'opérerai sur eux comme je l'ai fait sur les Pj ; 
et ainsi de suite : la marche est absolument la même que dans le pro- 
blème .\, quand il n'y a pas d'arbitraires, et le problème A n'est qu'un 
cas particulier du problème B. 

Finalement, je vois que la longueur cherchée / sera racine d'une 
équation algébrique dont les coefficients sont des fonctions ration- 
nelles à coefficients rationnels de [x,, ..., |Xv, équation de degré a*. 
L'expression de / ne renferme que des radicaux carrés. 

Or, par hypothèse, cette valeur de / doit être indépendante des 
arbitraires [X|, ..., |Xv, qui n'ont joué qu'un rôle auxiliaire dans la 
construction, ou, si l'on veut, ne pas changer quand (x, , . . . , |Xv va- 
rient, d'ailleurs aussi peu que l'on veut, indépendamment l'une de 
l'autre; par conséquent l'expression ci-dessus de / ne doit contenir 
ni jXi, ni 1x2, . . . , ni [Xy; c'est dire que l'équation sera absolument 
indépendante de [x,, ...,(Xv. L'équation dont dépendra /sera une 
équation algébrique à coefficients rationnels ne renfermant pas d'arbi- 
traires, comme dans le cas du problème A. 

Dès lors, les conclusions seront les mêmes en ce qui concerne tc, 
et l'on peut dire : 

Théorème V,. — Avec la deuxième manière {manière B) d^ en- 
tendre le problème de la quadrature du cercle, celle-ci est, ei* 
f ; É> É K AL , impossib le . 



CHAPITRE X. 



EXTENSION AUX SÉRIES A COEFFICIENTS RATIONNELS DES PROPRIÉTÉS 
DES POLYNOMES A COEFFICIENTS RATIONNELS. 



Considérations générales. — Avant d'aller plus loin, il sera bon 
de donner un aperçu d'ensemble de diverses catégories de problèmes 
que Ton pourra se poser à propos des nombres transcendants. 

L'étude des propriétés de certains de ces nombres sera, bien 
entendu, en relation avec la façon dont on définira ceux-ci. 

I. Si on les suppose donnés par leur expression dans un système 
de numération à base entière y, par exemple par leur expression déci- 
male (qr = lo), on pourra chercher à quels caractères on reconnaîtra 
un nombre transcendant, corrélativement un nombre rationnel ou 
algébrique. C'est ainsi, d'après le théorème de Liouville, que le 
nombre est certainement transcendant, quand la suite des chillres à 
droite de la virgule présente à partir du /i**""*' chiffre, pour une infi- 
nité de valeurs de /i, une suite de zéros consécutifs dont l'étendue 
croît suffisamment vite avec n. 

Des problèmes tout à fait analogues se poseront quand on se donne 
le développement en fraction continue ordinaire i : €/, -|- i : a.j -|-. . . , 
où ai, «2? ••• sont entiers >• o, des nombres considérés; c'est ainsi, 
d'après le même théorème de Liouville, que le nombre est certaine- 
ment transcendant quand, pour une infinité de valeurs de /«, a„ croît 
suffisamment vite avec n. 

De même encore pour les nombres transcendants définis par une 
suite analogue à (i!|). 

On pourra encore chercher à étudier l'eH'et des opérations fonda- 
mentales, addition, soustraction, multiplication, division, effectuées 
entre les nombres considérés, pour connaître des propriétés des 
résultats obtenus. De même pour d'autres opérations, comme l'extrac- 
tion de racines. On cherchera à définir, par exemple, des groupes de 
M. II 
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nombres transcendants ayant une propriété commune qui appartient 
ou non en même temps au résultat de certaines de ces opérations. 
On pourra chercher à distinguer diverses catégories de nombres 
transcendants. 

Les Chapitres II, III, VI, VII et la Note II montrent des applica- 
tions de ces idées. 

II. Mais on pourra aussi supposer, ce qui arrivera souvent, des 
nombres transcendants définis comme racines d'une ou de plusieurs 
séries convergentes à coefficients rationnels. 

Les nombres algéhriques sont définis comme racines d'une équa- 
tion algébrique à coefficients entiers (ou rationnels, ce qui revient au 
même), 

(a) flfo ^'" H- «1^"*"* -+-.-.-+- <»m= o. 

Us sont dits entiers algébriques quand a© est entier; on peut évi- 
demment se borner dans Téludedes nombres algébriques à considérer 
les équations irréductibles, c'est-à-dire qui n'admettent aucun divi- 
seur de degré plus petit à coefficients rationnels. 

La première chose à faire semblerait ainsi être de chercher à 
étendre aux séries, à coefficients rationnels ou non, un certain nombre 
des propriétés des polynômes algébriques à coefficients rationnels 
(ou à les modifier convenablement) au point de vue de la multiplica- 
tion et de la division. Dans cet ordre d'idées, les considérations du 
Chapitre IV deviennent très importantes, car elles donnent des 
exemples très variés de séries dont un même nombre transcendant 
est racine; elles montrent en même temps que, pour étudier tous les 
nombres transcendants à ce point de vue, il suffira de considérer une 
catégorie spéciale de séries, par exemple les fonctions quasi-algé- 
briques des formules (i i») {k assez grand) ou (124). 

On pourra, bien entendu, considérer soit des séries ordonnées sui> 
vant les puissances croissantes ou décroissantes de .r, soit des fonc- 
tions quasi-entières, soit des fractions continues, soit même d'autres 
algorithmes ('). 

Un type d'études de ce genre serait la démonstration de la trans- 

(«) Voir Chap. VII, p. i4o. 
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cendance de - considéré comme racine de 

2 ! (2/1)1 

III. On pourra envisager des problèmes se rattachant simultané- 
ment aux deux catégories précitées : par exemple, on cherchera, 
pour les séries (i I4) et (la^»), si la rapidité de croissance des \di\ a 
quelque rapport avec la nature d'une racine, qui peut être ration- 
nelle, algébrique, ou transcendante, ou encore avec les propriétés de 
la représentation d'une racine, soit dans un système de numération 
de base q, soit comme fraction continue. Comme application de ces 
idées, on peut citer le Chapitre VIII. On obtient là un moyen de dis- 
tinguer dans certains cas des catégories de nombres transcendants. 

IV. On pourra considérer des catégories de fonctions f{x)^ 
fs (jr), . . . d'une variable a:, séries, fractions continues, etc., à coeffi- 
cients rationnels, et chercher diverses propriétés des nombres obtenus 
en donnant à x des valeurs rationnelles, algébriques ou transcen- 
dantes d'une nature particulière, étudier l'effet de diverses opérations 
sur ces fonctions ou ces nombres, comme l'addition, la multiplica- 
tion, l'itération [c'est-à-dire, par exemple, l'opération /|[/( a:)] qui 
consiste à substituer /(x) à x dans /, (x)]. Comme type d'études (*) 
de ce genre, ayant des points communs avec celles indiquées au para- 
graphe I, on peut citer les considérations du Chapitre V, et, si l'on 
veut, la démonstration de la transcendance de 

I 2 ! 

« = H--:H r-+-...-| r-4-... 

I ! ?. ! n\ 

OU d'une des séries qui représentent le nombre n. 

V. Enfin on pourrait classer provisoirement dans une dernière 
catégorie les résultats relatifs à des nombres transcendants particu- 
liers, obtenus par des méthodes spéciales; en fait les démonstrations 
de la transcendance de e et ic par les procédés d'Hermite et de 
MM. Lindemann, Hilbert, etc. rentreraient plutôt dans cette caté- 
gorie. 11 en a été question au Chapitre IX. 

(*) A ce sujet, voir mon Mémoire du Journal de Mathématiques, 1904. 
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Ovo^ine on le %oit. il ne me reste quwi montrer comment on peut 
iîxjrnirr I êtUiJe «Jes proLlemer în*Ji<|ur^ au [laraiirapbe II : c'est ce 
dont je %ii* m*i>ccuper dans ce qui suit • Chap. X, XL XII >. 
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Soît la scrie converçenle 

iii /x =a^^ii'^T — ... — a,x« — 

â coefficients rationnels, ordonnée suivant les puissances croissantes 
de X. 

I ' La multiplication par un polrnome ou une série analogue à 
coefficients rationnels donne une série analogue. 

En effet, soit par exemple 

y,.j- =64. — 6:X — — bx-r*^ 

ffi=: a^bf — «1^1 — biOf T — 

les coefficients Ae //'% sont rationnels, et cette série converge. 

L'addition et la soustraction de fexf^ conduisent au même résultat: 
la division é;;:alement : on sait que cette division pourra toujours 
s'effectuer: on posera 

9'X. = c#— c,x— ...— c,jr'— . .. : 
/=r/i- <!•=**<•*. tf| = 6tc, — 6ic# 

ce qui donne, de proche en proche, c^. c, c,, ... rationnels. 

Si y et y, convergent pour x î -< K. ce que je suppose, et si z est le 
module minimum des zéros deyi. soit r la plus petite des quantités R 
et s : la fonction //"j"' reste finie pour x -< r, et peut se représenter 
par une >éT\e convergente pour . x <C /"• ordonnée sui>*ant les puis- 
sances croissantes de x. O'ile dernière coïncide alors avec la série o 
et a se? coefficients rationnels. 



( * ; Bien enteadu. je laiavï de cùté ici des problèmes oon résolus qai paraissent 
provisoirement peu abordables ; exemples : traosceodance de «'.de e^, de r*. cl gèaé« 
rali»ations M'oir Intermédiaire des Mathématiciens, 1900. p. 337. question i960; 
>9'4r p. 9. questioD 271'$-. 190S. p. 4< question 2884): ou encore extensions des tliêo- 
ries de Galois sur les équations alsel>riques aux séries à coefficients rationnels. 
Toutefois, a ce *ujei, voir IIensel. Jahresbericht der D, Math. Vereinigung^ nov.- 
déc.y tt/fbf p. 54J et suivantes. 
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Finalement : 

Les quatre opérations fondamentales, addition^ soustraction, 
multiplication, division, effectuées sur les séries de Maclaurin à 
coefficients rationnels, donnent des séries à coefficients rationnels. 

On voit de même, quand les coefficients des séries données sont 
algébriques, que ces quatre opérations donnent des séries à coefficients 
algébriques; quand ce sont des nombres rationnels ou des nombres 
correspondants de Liouville (Chap. III), ces quatre opérations donnent 
des séries dont les coefficients sont des nombres rationnels ou des 
nombres correspondants de Liouville (nombres de Tensemble H^, 
Chap. III, p. 33). 

On est conduit à une conclusion analogue quand les coefficients 
des séries appartiennent respectivement aux ensembles C, C|, Ca 
considérés ci-après (p. 168-170). 

2° SoitF(x)un polynôme à coefficients rationnels ou algébriques: 
si a est un nombre rationnel ou algébrique, V{x-\-a) est un poly- 
nôme entier en j; à coefficients rationnels ou algébriques. 

Je considère, au contraire, f{x -h «) (a ^ o) : 

/(ar -4- rt) = /r a) -4- a:/'(« )-+-...-«- ^/^"^^a) -4-. . . , 

en admettant que le rayon de convergence de/Tz) soit supérieure |a|, 
1^1 et |a|-l-|x!, ce qui sera le cas, quels que soient a et x, pour 
les fonctions entières. 
Soit, en particulier, 

^, , , X x^ x'^ 

/ ( :r ) = e' = f -H -j^ ^ ^ -f- . . . -^ ^ j -H . . . , 

( T X^ X^ \ 

on a vu (Chap. IX) que e^ est transcendant quand a est rationnel, et 
les coefficients de f{x-\-a) sont ici tous transcendants pour toute 
valeur rationnelle de a. 

De même je prends la fonction quasi-algébrique 

(2,0) f{x) = poq-^^ ±piq-^^ X ±. . .± pmq„f T'''±. . ., 

{Pm, Cm entiers donnés), où pmq~„l est une fonction de n dont la 
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décroissance est suffisamment rapide : je préciserai cette condition 
tout à rheure. On a 

(3,o) /(ar-Ha)=/(a)-f.ar/(a)-f....^ ~/(«)(a)-h..., 

^assujettis maintenant /?m 5^,7/ à la condition 

On a, si a^^pq"^ (p, q entiers), à partir d'une certaine valeur 
de m : 



^ m(m — i). . .(m — a -+- i)[m!/n"»(/n'«^o^i- • .^w-i )"*"*]"* (/'y*)'""" 
Je pourrai écrire 

OÙ P/w-i, Q/»_4 sont entiers et 

Qm-1= S''""''^05'l--^//i-l> Q/n-l> Q//i-3> 

Alors 

±:a„.,.±:a„.,„^,d=..J<(2'''Q-Ti)-i(i-4-i4-^^-h...)l(2Q^-^ 

Ceci posé, si/^"^(a) est nul ou rationnel, d'après Tinégalité précé- 
dente, à partir d'une certaine valeur de m, , 

ce qui est impossible, quand /(^) est une série. L'inégalité précé- 
dente montre d'ailleurs que f^'^\o.) n'est pas algébrique (théorème 
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de Liouville, Chap. II). Il en résulte que /^"^(fl) est un nombre 
transcendant de Liouville. 

Les coefficients de la série (3,o) sont tous transcendants de 
Liouville, 

On arrive d^ailleurs à une conclusion semblable quand on prend 
pour /(j?) dans (3|o) la fonction considérée au ihéorème I5 (corol- 
laire I5). 

Voici donc une propriété importante des polynômes à coefficients 
rationnels qui ne s'étend pas à certaines séries à coefiicients ra- 
tionnels. 

il ne faudrait pourtant pas croire que la même chose aura lieu pour 
toute série à coefficients rationnels : j'indiquerai tout à Theure un 
exemple du cas contraire. 

Cependant il semble vraisemblable qu'une propriété analogue à 
celle que possède F(x-i-a), 011 a est rationnel, quand F(a:) est un 
polynôme à coefficients rationnels, peul être énoncée pour certaines 
catégories de séries à coefficients rationnels. 

Ainsi, quand /(x) = e^, e-^'^^ développé suivant les puissances 
croissantes de x, a ses coefficients de la forme e^{n\)~^. 

Ceci suggère alors les remarques suivantes : je considère 

yk—ek{x) où ex{r)=ze*, tf,(jr) = <?«', ..., 

on a 

yl^ y'k ^k-\{x), , ,ex{x) -\- yk[ek-\{x). . ,ex(x)]\ 



On voit que les dérivées successives de y^ sont des polynômes 
entiers eii yk^» yk-it ..., ^|. Donc, d'abord, le développement de ek{x) 
par la série de Maclaurin a pour coefficients des polynômes à coeffi- 
cients rationnels formés avec ^, = ^, ej=<?*, ..., ek .\=^ ek{o). En- 
suite, ^jt(.r-i-a), développé suivant les puissances croissantes de x, 
par la formule de Taylor, a pour coefficients des polynômes à coeffi- 
cients rationnels formés avec e, (a), e^ («), . . ., ek{a). 

Mais, si a est lui-même de la forme ^^^^(a), où a, réel ou non, est 
rationnel (ou encore algébrique, ou encore, soit ratiunnel, soit trans- 
cendant de Liouville), e/(a) est de la forme em^^i{^)' Je range dans 
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une même catégorie C, dite provisoirement première catégorie 
exponentielle y tous les nombres de la forme ^m(3t) (m = i, 2, . . .). 
On voit que, si le nombre a appartient à cetle catégorie, tous les 
coefficients du développement de ek(x-\-a) suivant les puissances 
croissantes dex seront des polynômes à coefficients rationnels formés 
avec les nombres e„t{oL) (•). 

On peut aussi ranger dans une même catégorie C| non seulement 
les nombres N = (?,„( a), mais encore tous les polynômes P à coeffi- 
cients rationnels formés avec ces nombres, puis les nombres Nj 
obtenus en substituant aux a des polynômes P, puis les polynômes P, 
à coefficients rationnels formés avec ces nombres N|, et ainsi de suite 
indéfiniment. Avec cette nouvelle convention, si a est un nombre 
de C|, ef{a) en est un, comme aussi tout polynôme formé avec 
les e/{a)^ et l'on obtient ce résultat : 

Dans le développement de ek{jc H- a) (Â* = 1 , 2, . . . ) suivant les 
puissances croissantes de x^ lorsque a est un nombre de C|, tous 
les coefficients sont des nombres de C|. 

Il en sera de même pour le développement de tout polynôme à coeffi- 
cients rationnels formé avec des quantités ^^(jr-l- a), ek^{x -\- a)^ .... 

Je prends encore le cas où f{x) est une des fonctions considérées 
à la note (i) (p. 1 15 ) du tliéorèmc II5 : /(a), /'(a), ...,/("^a), ..., 
lorsque a est un nombre rationnel ou un nombre transcendant de 
Liouville d'ime certaine espèce, sont des nombres rationnels ou des 
nombres de Liouville de même espèce, d'après le théorème II5 et la 
note (1) (p. 1 15). Par conséquent : 

Lorsque f{x) est une des séries à coefficients rationnels consi- 
dérée à la note (i) (p. 1 i5) du théorème /j, le développement 

/(> _+. a) = /(a) -f- a:/'(a) H-. . .-4- ^/(«)(a) ^. . ., 



( ' ) On pourrait se demander si les nombres de C (ou de C,) ne contiennent pas 
tous les nombres possibles. Mais, en fùt-il ainsi, ce qui précède n'en restreint pas 
moins beaucoup Tcspèce arithmétique possible des coefficients du développeiiieot ; 
en effet, ces coeflicicnts sont des polynômes à coefficients rationnels formés avec 
les e,„(a), où m'^ k -\- /«,. 

On pourrait faire une remarque analogue lorsque a est un nombre de C, et qu'on 
limite m et le nombre des opérations N, P, N,, P„ 
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OÙ a est rationnel on transcendant de Liomille de même espèce 
que f{\)^ a pour coefficients des nombres rationnels ou transcen- 
dants de Liouiu'Ue de même espèce que f{\). 

Plus généralement, soient /(j:), ,,.^fj{x)^ ... les séries à coeffi- 
cients rationnels considérées au théorème II5, en laissant de colé, 
comme dans la note (i) de la page 1 15, les conditions I,|^| > I„, Sy po- 
sitif, /?<jr~* positif; je joins à ces fonctions toutes leurs dérivées; soit 

|x, *(ar)| 
une substitution du groupe dérivé des substitutions 

Sy.n=k,/r(x)l (/l = 0, I,'2, ...). 

Soit encore C2 l'ensemble des nombres 0(/?y~*), où pq~^ est 
rationnel quelconque, y6o ou non, y^ l'ensemble des fonctions <ï>(j?). 
D'abord 

4>(ar) = 4>(o)-+-x4>'(o)-+-.. .H f*<«^(o) -h.... 

Soit |jc, <I>cj(^)| une substitution dérivée de rs substitutions Sy^„ : 

OÙ ^Bj_i(x) est dérivée de ro — i substitutions. Alors 






11 en résulte que les dérivées de <Î>bt î>ont des polynômes entiers à 

coelficients rationnels formés avec des fonctions 4>ct, ^ct_ Un 

pareil polynôme, pour toute valeur rationnelle />'/"' de x, nulle ou 
non, est un polynôme à coefficients rationnels formé avec les 
nombres ^„i(pq~^). Par conséquent, ce sera le cas pour ^(o), 
4>\o), ..., ^^"^(o), .... 

D'autre part, je considère 

x" 

ni 



CHAPirRK \. 



quand a est un des nombres ^mipq"^)', ^^'^'^{a) sera encore un poly- 
nôme à coefficients entiers formés avec les nombres 0;„(/>y~*). Donc : 

L'ensemble ya des fonctions ^{c) définies ci-dessus jouit de 
celte propriété que, dans le déi^elopoement de <^{x -^ a) suivant 
les puissances croissantes de x^ tous les coefficients sont des poly- 
nomes à coefficients rationnels formés avec les nombres de C^ (*). 

On pourrait encore, comme dans le cas de ^a(^), chercher à 
former des ensembles plus généraux que Cj et y2 en partant, pour 
former Va, non seulemenl des fonctions /(j:), .,.j/j{x)^ ... et de leurs 
dérivées, mais encore de tous les polynômes à coefficients rationnels 
formés avec ces fonctions et de leurs dérivées : je ne m'y attarde pas. 

Finalement, il résulte de là, comme pour le premier paragraphe, 
que certaines catégories de séries ont des propriétés analogues à celle 
que j'ai rappelée pour tout polynôme F(x) à coefficients rationnels, 
à condition de supposer que les coefficients appartiennent à certains 
ensembles formés des nombres rationnels et de certains au très nombres. 

3" Soit encore F(jf) un polynôme à coefficients rationnels ou algé- 
briques : pour toute valeur rationnelle ou algébrique de x, F(j:) est 
rationnel ou algébrique. 

On peut trouver pour les séries /(x) des exemples du contraire. 
On peut même penser qu'en général /(/>y~')ï où pq~* est rationnel 
(ou algébrique), sera transcendant, /(o) étant bien entendu rationnel 
(ou algébrique). Cela résulte amplement du Chapitre II et aussi du 
Chapitre V (théorèmes I5 et II5) sur les fonctions génératrices de 
nombres transcendants. Un des exemples les plus simples est 



X x^ 

e'=n — -\ 

1 1 .a 



(Chap. IX). 

Mais, ici encore, comme dans les deux premiers paragraphes, 
une propriété analogue aura lieu pour certaines catégories de 



(*) Ici encore, la vcrilable portée de cet énoncé résulte de ce que, pour une valeur 
donnée de <t»„(x), <t»„(a), <t>ir(a), ..., <t>B^(a), ..; sont des polynômes où le 
nombre deii fondions 4> qui interviennent est limité en fonction de n et cj, comme 
ausdi rindicc p de ces fonctions. Tous ces nombres et ces polynômes appartienoeni à 
un eosembic H, considéré au Chapitre III (p. 36). 
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séries dont les coejjicients appartiennent à des ensembles ou caté- 
gories de nombres convenablement choisis. Il en est ainsi pour les 
Jonctions ek{x)^ quand x appartient « C o^ C|, pour les fonctions 
f{x) de y 2 quand x appartient à C^ (p. iG8 à i jo). 

C'est le lieu de signaler des séries qui jouissent identiquement, en 
tout ou en partie, des propriétés des polynômes rappelées dans les 
trois paragraphes de ce Chapitre. 

Voici un premier exemple : je considère le polynôme 

Zm(^)=f[(X^-«»). 
m 

formé du produit de tous les binômes obtenus en donnant à m et ^ 
toutes les valeurs des entiers positifs ou négatifs p^ o dont la valeur 
absolue est ^m. Zm(x) a pour racines tous les nombres rationnels 
^^"•^^0 dont le numérateur et le dénominateur sont, en valeur 
absolue, ^/n; Zm{x) contient 4/»** facteurs du premier degré, est de 
degré 4^^i ^^ ^ ses coefficients entiers tous plus petits, en valeur 
absolue, que m*"*'. La fonction 

1 

OÙ Ton a r^ rationnel limité quelconque >> o pour une infinité de 
valeurs de m, k constant et entier > o, A constant et rationnel, 
X entier J i , 

<p,„=6,(mA;„) («), 



(*) Notatioo expliquée à la page 69, Cliapilre IV : b^{y) = b*^, où b esl entier ^2. 

J'^ijoutcTtii, pour les lecteurs au courant de la théorie des fonctions entières d'ordre 
zéro, que ^i{x) est en général d'indice ^2 (E. Maillet, Journ. École Polyt., 1906, 
p. 3i). On peut dés lori se poser ce problème, dont je n'ai pas la solution : 

Trouver toutes les fonctions entières de x à coefficients rationnels {ou algé- 
briques) qui ne prennent que des valeurs rationnelles {ou algébriques) pour les 
valeurs rationnelles {ou algébriques ) de x. 

A ce sujet on pourra peul-élre utiliser le Mémoire de M. Borkl sur les séries diver- 
gentes, Ann. de l* Ecole Normale, S"* série, t. XVI, mars 1899, p. 83. 

^\{x) est bien rationnel pour x rationnel réel, car, si x =±:pq'\ où />, q sont 
des entiers premiers entre eux, Z^(j?) est nul dés que m est au moins égal à la plus 
grande des valeurs p et q^ et ^^ o quand m esl plus petit. 
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Am=i, mlim entier, h^i fonction de m, n'a que des valeurs ration- 
nelles réelles pour toute valeur rationnelle réelle de x] je suppos^^s 
que W^{x) converge quel que soit x^ c'est-à-dire soit une fonctioi^^^ 

entière [en fait, la propriété reste exacte quand l'm et Om sont ration 

nels quelconques, même si ^«(^) diverge]. 

Si les logarithmes sont pris dans le système de base feet si Xi = | a: |^ ] 

|Z,„(a:)|£[m(x,-f-l)]^'«'= b^fn^\oi\nax,^\)\^ 

pour toute valeur de x, dès que m est assez grand; la série V, (.r) est^ 
alors convergente, puisque ^=2; c'est une fonction entière. Par 
conséquent : 

Il existe des fonctions entières de x^ séries de polynômes à 
coefficients rationnels, qui ne prennent, comme les polynômes, 
que des valeurs rationnelles pour les valeurs rationnelles réelles 
de X. 

La fonction ^\{x) jouit ainsi d'une propriété importante des 
polynômes : elle est rationnelle pour x rationnel réel; mais on ne 
sait si U'*! {x -h «), où a est rationnel, a les coefficients de son déve- 
loppement suivant les puissances croissantes de x rationnels. 

On peut former des fonctions ^^^2(->f ) jouissant de la propriété que 
l'on vient de trouver pour Ws{x) et telles que ^2(x-ha) ail, pour 
toute valeur rationnelle de a, les coefficients de son développement 
suivant les puissances croissantes de x rationnels. Je prendrai 

« 
(5,.) W,(a-) = A±jr*2'-».?".'"Hz«.(*)]"' (')• 

1 



(') On pourrait prendre aussi :pj^ au dén(»minaleur au lieu de o^"^. On voit de 
suite qu'il y a, comme pour T, et M'3 {voir plus loin), une catégorie de fonctions 
analogues ayant les mêmes propriétés; ainsi on peut multiplier Z^,(j:) par un poly- 
nôme «le degré limité; on peut ajoutera Pexposani m de Z^ un nombre entier positif 
ou négatif limité en valeur absolue, prendre même, au lieu de rexposant m, l'expo- 
sant 2m, 3m, etc., ajouter au dénominateur 9^ une fonction positive de /n, qui 

soit un nombre entier, et dont le rapport à 9;^*^ tend vers zéro quand m croit indé- 
finiment, etc. , 
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Vmj A*, A, X, Om étant déterminés comme précédemment. ^, [x) étant 
une fonction entière, il en est de même, a fortiori de ^^{x)^ car la 
racine de m'**"* de son (m -H !)**"• terme a un module qui tend vers 
zéro quand m croît indéfiniment. Mais, si je forme la dérivée y^'*"* 
de ^'2(^7), on voit que, pour m^/?-i-i, la dérivée /?'*"• de chaque 
terme x^cp"'"' [Z^,(\r)]'" contient encore en facteur Tj,n{x), Par con- 
séquent, pour toute valeur rationnelle a de x, tous les termes, sauf 
un nombre fini d'entre eux, s'annulent, et la valeur de W\f\a) est 
rationnelle. 

On peut aller plus loin encore : 

Je vais former des fonctions ^^{x) prenant pour toute valeur 
rationnelle ou algébrique, réelle ou imaginaire de j:, une valeur 
rationnelle ou algébrique, et telles que le développement en série 
de W%{x -h «1 ) suivant les puissances croissantes de x ait ses coef 
ficients rationnels ou algébriques quand a^ est rationnel ou algé- 
brique. 

Pour cela, je considère d'abord une suite de polynômes ^m{x) 
dont le m'*"* est formé du produit de tous les polynômes de degré ^/w, 
et dont les coefficients sont, en valeur absolue, au plus égaux à m : 

Le nombre de ces polynômes de degré m est plus petit que 
(2m -h i)"**^', chaque coefficient pouvant prendre une des valeurs o, 
zb I, ..., it: m, ces coefficients n'étant pas tous nuls à la fois; pour 
une valeur de x dont le module est x«, qhacun des facteurs de 1 I a 
son module au plus égal à 

m(ary*-ha7y* "* -h. . .-h 1)^ m(m -+- i)y"\ 
oxxy est la plus grande des deux quantités 1 et X|. Donc 

I Y;„(a:) |"»g [m(m -h i)jm]//i(î//i-M)-+»< (.^^^m«(i//i-M)--^»<. (^^ )'«"»+!)'"-«. 

Ceci posé, je considérerai la fonction 

ao 

(6„) V,(x) = A ± x*2 '•„.<|'mHY,„(J-))'", 
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Vfn^ Ar, A, X, hfn étant déterminés comme pour (4io)i et '};„ étant égal 
à b^(mh„i). On a, les logarithmes étant pris dans le système de 
base bj 

^l,^bt(m), log(4;i|Y,„(j?)|-"0^*«(/^) — (^''i-HO'"-^»log(a^)> m, 

dès que m est supérieur à une certaine limite, et 

|Y;„(:r)h4/-^<6— (t); 

si rm^r (r fini),' on voit qu'à partir d'une certaine valeur de /n, 
Wi(x) a les modules de ses termes plus petits que ceux de la 

progression géométrique ^ 6""'^ qui converge, puisque 6^q; 

M 

donc ^s(x) converge, quel que soit x; c'est une fonction entière (*). 

Quand x a une valeur rationnelle dz a, avec a^pq~^>o 
(/>, q premiers entre eux), Y,„(:r) est nul dès que m est au moins 
égal au plus grand m des deux nombres p et <jr, et ne l'est pas si m est 
plus petit; par conséquent, W^{x) est rationnel pour toute valeur 
rationnelle réelle (•"*) de x. 

Plus généralement, quand x a une valeur rationnelle ou algébrique a' 



(«) On a 

(îm-hi)'"+*log(a^) <(2/n-+-i)'"^*, 
et il suffit 

b^{m)> (am -+-!)"•+*>( am -H !)*•+♦-+- m, 
ou 

A*" > ( m H- 5 ) log ( 2 m -M ), 

ce qui a lieu quand m est supérieur à une certaine limite. 
(') Elle est en général d'indice au moins égal à 3. 

(*) Si X est imaginaire et rationnel, c*esL à-dire de la forme — -^t où /?, />,, q 

sont entiers, i = v~ '» ^ ^^t racine de l'équation algébrique 

= ,:(x-^)(x-£^') = [(,.-;,). + pn, ■ 

à coefficients rationnels, et annule tous les polynômes Y^{x) quand m est au moins 
égal au plus grand des nombres p^-h p], 7', ^pq- ^six) est encore rationnel, mais 
réel ou imaginaire. 
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réelle ou non, racine d'une équation g(x) = o algébrique irréduc- 
tible à coefficients entiers, soit encore ny la plus grande valeur absolue 
d'un coefficient de cette équation : Y;„(r) est divisible par ^'(j::) dès 
que m>Tîj, et ne Test pas si m est plus petit : g{a') étant nul, par 
définition de n' ^ W^{a!) est la somme d'un nombre limité de termes, 
qui sont algébriques, et est algébrique. 

Par conséquent, ^3(0:) est algébrique pour toute valeur algébrique 
de X, 

De plus, si Ton forme la dérivée ^'^"« de ^3(^7), pour nt^p-\- i, 
la dérivée de chaque terme contient encore en fadeur Y„i{x); pour 
toule valeur a" rationnelle ou algébrique, réelle ou imaginaire de jc, 
W/\a'') est rationnel ou algébrique, et est réel quand a" est réel, 
pourvu que A et i'm soient réels. 

Le résultat annoncé est ainsi complètement établi. 

c. Q. F. D. 

On peut toutefois se demander, et la question n'est pas toujours 
inutile, comme on va le voir, si les séries V, (x), **2(j:), ^*3(^) sont 
bien, quand on les ordonne suivant les puissances croissantes de x, 
des séries à coefficients rationnels. La réponse est immédiate 
pour ^''3(j7), d'après la manière dont on l'a formé : W'f^ (a) est 
rationnel, même pour a = o, car Ym{x) est nul pour X'=o^ et, 
d'après la formule de Maclaurin, 

V,(ar) = ^",(0) -+- - ^%(o) -h. . .H- ^W^p>{o)-¥-.. . 

a ses coefficients rationnels. 

Si, dans ^^^(x), on remplace x^ par x'"'^^, ou encore Zm(x) 
par x7jm{x )j la série W^{x) obtenue, ordonnée suivant les puissances 
croissantes de x^ a encore ses coefficients rationnels. 

Je me contenterai maintenant de considérer W^ (x) : j'y prends le 
coefficient c,,^^ de x"*'^^^ où /?, = 4^^; 'Zft{x) fournira dans ce coeffi- 
cient le terme 



±:(I.2...A)*« 



»« 



n étant d'ailleurs supposé pair; Z,,^, avec / pair > o, fournira un 
terme 

±«/n-/''n-*-/?/M-/» 
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avec (*) 

an^i étant ^ o ; donc 

c^.^-;^ = =t ( 71 î )^« ?-^ T;, =h ... it: a„^./ o-^/ /'«H-/ di ... . 

Je prends 

(6,0 bis) o,n= bi(mhm) = b^imlm), 

OÙ l,n ne décroit pas quand m est >• a ou croît, a étant assez grand, 
et où nilni est entier. Je dis qu'alors, si m^n, 

( 7 1 ) '•//n-l «m-»-! ^ m'i 1 = ? m'"* î 

quand /i est assez grand. 

En effet, il suffit, si r^^r, /' étant fini, en prenant les logarithmes 
(base 6) des deux membres de (7*0)? 

(810) X/w6j(/w/,„) + logr+ 5(/?i-i-i)Mog(/w -m ) 1 X 6, [( /mh- i)l,„]j 
ou encore, s étant fixe, positif et arbitraire, mais > o, 

dès que m est assez grand, puisque 
X[6j(m/,„)]»-^-s£:2X//i62(m/,n)^Xm6j(m/;,i)-4-logr -i-5(/n -hi)» log(/n-H i), 

dès que m est assez grand. Prenant encore les logarithmes des deux 
membres, il suffit 

l -h £ ^ 6'm. 

Par hypothèse, /,« est limité inférleurement quel que soit /w, en 

(*) Z„_^i a ses coefficients tous ^ (n -H /)*^"-^'^', et au plus n- 4(^-1-/)^ termes; 
dans V.^^i le coefficient de j?"!-^* est au plus égal en valeur absolue à la somme des 
valeurs absolues des coefficients, c'est-à-dire que | a„+i | < ( 1 -+- / )^^'*"^'^', dés que n 
est assez grand. 

D'autre part, les coefficients de Z^^^ pour les termes de degré pair, sont ^ o. Le 
polynôme Z,„ a, en eiïet, ses racines réelles et deux à deux égales et de signes con- 
traires; donc, tous les termes sont de degré pair. 

De plus, d'après le théorème des lacunes ( Niewenqlowski, Algèbre de Math, 
spéc, t. il, 2* édit. 1891, p. 384), aucun des coefficients des termes de degré pair 
n'est nul. 
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sorte qu'on peut prendre n assez grand (m est ^ w) pour que s satis- 
fasse à cette condition pour toute valeur de m^n. On a ainsi, quand n 
est assez grand, 

Cn.^/t = ± ( n ! )*" ç-^ r„ ih . . . ±: r;„ a,„ (p-^ -h A„, = P;„ cp-^ + A,„, 
où Pm est entier, puisque ï)^„ divise 'fi,^.,, et 

d'après (7<o)- Chaque terme du second membre étant plus petit que 
le quart du précédent, puisque 'fw+« = 'fm>^ 4> 

et 

Ceci posé, si c„^^k est nul ou rationnel, d'après l'inégalité précé- 
dente, à partir d'une certaine valeur de /??, Cfi^^k= Pm?^^, ce qui est 
impossible, puisqu'il y a une infinité de coefficients am^ o. L'appli- 
cation du théorème de Liou ville (Chap. II) montre immédiatement 
que c,ij4.A n'est pas algébrique; donc c^^* est un nombre transcendant 
de Liouville. Ainsi : 

Les séries de polynômes Wx{x) satisfaisant à (ô^^ bis) ont, 
dans leur développement suivant les puissances croissantes de x, 
une infinité de coefficients transcendants de Liouville, au moins 
à partir d'un certain terme, et y néanmoins, elles prennent une 
valeur rationnelle pour toute valeur rationnelle réelle de x (*). 

(^) Il exisle des exemples simples de séries au moins en partie analogues; ainsi 

qui a tous ses coefficients transcendants, et qui prend pour x rationnel réel =±: pq-^ 
la valeur ±sin/>^-'it. On sait, J'après Texpression de sin^-s en fonction de sinz 
et COS2, que sin^ est racine d'une équation alj;ébrique à coefficients rationnels si 
sinqz est rationnel; en particulier, pour z = pq-^T,y s\n pr. = o et ±: s'iti pq-^ tz est 
algébrique. De même pour cosrj::. 

On remarquera, en outre, que les séries ^itï'kx et cosicj; ont toutes leurs racines 
rationnelles. 

Il serait bien intéressant de savoir si sinicx peut être transcendant ou non pour x 
algébrique. 

M. 12 
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Il semble possible de trouver des exemples de séries analogues 
ayant dans leui développement suivant les puissances croissantes de j: 
des coefficients transcendants à partir d'un certain terme, et prenant 
pour toute valeur rationnelle ou algébrique, réelle ou non, de x une 
valeur rationnelle ou algébrique; la méthode que Ton vient d'utiliser 
pour U*| s'applique, en efl'et, aux fonctions 



V,(x) = A i^r^^l '*/«*m'Y,n(^), 



I 



Vm^ /r, A, X, iftu étant déterminés comme dans Ts(x) [formule (6«„)]. 
Elle permet de voir que, parmi les coefficients de U'^ développé sui- 
vant les puissances croissantes de x, il y en a une infinité qui sont 
rationnels ou transcendants, mais ne sont pas algébriques. Pour mon- 
trer qu'il y en a une infinité de transcendants, il resterait à montrer 
que les coefficients analogues à Cn^j^ sont de véritables séries, ce q[ui 
se vérifierait peut-être en faisant voir que le polynôme \m{^) pos- 
sède suffisamment de coefficients y6. o. 

Je résumerai une partie de ce qui vient d'être dit sous la forme 
suivante : 

x"" H y a {théorème /s) des séries f{x) dont le développement 
suivant les puissances croissantes dexa ses coefficients rationnels, 
et qui prennent pour toute valeur rationnelle ou algébrique de x 
{sauf pour x-= o) des valeurs transcendantes ; 

2° Il y en a aussi quiy au contraire, prennent, comme les poly- 
nômes^ pour toute valeur rationnelle ou algébrique, réelle ou 
imaginaire, de x^ une valeur de même nature; parmi ces der- 
nières, il y en a qui sont telles que 

fix-^a) = /{a) -h X fia) -h.,. -h ^f"^(a)-^.,. 

a ses coefficients /^"^(a) rationnels ou algébriques pour 
toute valeur rationnelle ou algébrique, réelle ou imaginaire, 
de X, 

Il y a, d'autre part, des séries f{x) de polynômes rationnels 
prenant pour toute valeur rationnelle réelle de x une valeur 
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rationnelle^ et pour lesquels f^^^ (a) est un nombre transcendant 
de Liouville pour une infinité de valeurs de n dès que n est assez 
grand. Dans leur développement suivant les puissances crois- 
santes de ar, les coefficients correspondants à partir d'un certain 
rang sont des nombres transcendants de Liouville, 
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FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 



Soit une suite de quantité^ 
et le produit 

Si I I a une limite 1 I quand n croît indéfiniment, on dit que 

le produit infini 

WlMi ... w„ . .. 

est convergent; sa valeur est 1 1 ' Ist convergence exige que Un tende 
vers I. Je supposerai ce produit absolument convergent, c'est-à-dire 
que Ton peut intervertir Tordre des termes sans changer la valeur 

La condition nécessaire et suffisante pour la convergence absolue, 
c'est que la série 

dn ) logM,— log«j-H. ..-hlogM„-h. .. 

converge absolument; mais 

logM,, logd-r- lln—\) 



{M\) 



Un — I 



tend vers i quand // croît indéfiniment, si Un tend vers i; la conver- 
gence absolue du produit 1 f entraine celle de la série ^^{un — i). 
Réciproquement, si cette série converge absolument, u„ tend vers i^ 
les deux membres de ( 2n » également, et in) converge absolument^ 
par suite aussi | 1 ^^ I 1 * 



Je pose 
(3i,) 
le produit 

<4ii) 
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"« = 1-1-^5;;» ; 



J][(^)=fJ^'-+-*^''^ 
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est absolument convergent si la série z ^ ^^\ ou la série 51 ^«^ ^^^ 
absolument convergente, et réciproquement; il en sera bien ainsi, en 
désignant par r,t le module de z„, si la série 51^//' ^^^ convergente : 
je supposerai qu'il en soit ainsi. La convergence de I 1 (z) a lieu 

quel que soit z. Le produit de deux produits I 1 (z) absolument con- 
vergent est d'ailleurs absolument convergent P ). 

Les séries S^ = V^^*^, où -/^ est entier ^ i, sont, a fortiori^ abso- 
lument convergentes. On a 

Sf — S, = 2^ («/»'»«.)"* <^ù n^nu 
où /i, Al, /it sont différents, car 



<5i,) 



/ 



Ces calculs sont les mêmes, que le produit I I n'ait qu'un nombre 

(') ||(^)ne peut s'annuler pour une valeur de z sans qu'un de ses facteurs 
n m n 

Vannule, car 1 1 = I 1 1 I : 1 I n'est pas nul, si aucun de ses facteurs ne Test; 
1 n 1 

• m 

quant à 1 | , pour n assez grand, son logarithme est aussi petit qu'on veut, et 1 1 

n, n 

«st aussi Toisin qu'on veut de l'unité. 
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fini de termes, c'esl-à-dire soil un polynôme, ou que 1 1 soit un pro- 
duit infini. Il en résulte d'abord : i** que les fonctions symétriques à 
coefficients rationnels de de^^ré fini des z~^ convergent; 2** que leur 
calcul est identique à celui des fonctions symétriques des racines 
d'une équation algébrique, si Ton suppose connues, soit S|, S2, . . . , 
c'est-à-dire les sommes des puissances semblables des racines des 
inverses des z«, soit encore les séries 

1 c3-2(z„;5„.5„,r»=i(S?- 35,8,-^-283). 



(6,0 



S|, Sa, ... s'expriment rationnellement en fonction des Cm^ et inver- 
sement. 
On a alors 

m m m 

JJ (l -h ZZn^ ) = \ -h Z^Z;,^ -h >5»2 Zn » -Zn.* H- • • • , 
1 1 1 

et il semble qu'on ait le droit d'écrire, en faisant croître m indéfini- 

ment, puisque ^ 57/ 5"*. . .;;;; converge, 

1 

« m 

Y\{Z) = l-^ Z^Z-^ -^ Z^^Z-^ Zn,' -^. . ., 
1 1 

quel que soit z. Je vais montrer qu'il en est bien ainsi en établissant 
le théorème suivant : 

Théorème In. — On a, quel que soit Zj 

I I (-5) = 11(1 -^ ZZn^ ) = I _|_ c,Z-t-Ci5--+-. ..-+-C;,^«-|-.. ., 

OÙ Cfi n'est autre que la somme des produits n à n des quart-- 
tités z~l . La série i-H C| 5 -h . . . -f- c^j" -H . . . est une fonction en- 
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tière : si ses coefficients sont rationnels, il en est de même des 
valeurs de ^z~f pour toute valeur entière de /w^i, et inverse- 



1 
ment. 



En effet, pour une valeur donnée de s, je considère I 1 (i -h ^3,/), 

où V, > V, et où V est tel que r^> r^\z\\ on suppose '*i=/'2 = ^3 = - • •» 
rn croissant indéfiniment avec /i, puisque V' r~* converge. Soit 

Z = rv;, Zn= l\^n^ |Ç|=p<l, |Ç„|=p„, rn=r^^n\ 

les séries 

convergent, par suite aussi 
On a 

(711) ]7^«^««')='^;2^'**"^^'2^^"^"'^"'"^---"^^''"''"'^^"*--'^"'^"'' 



et |Ç|^p<i. Quand Vj croît indéfiniment, on obtient dans le 
second membre la série 



dont chacun des termes est bien déterminé, d'après ce qui précède. 
Je dis que cette série converge absolument pour p <[ i. En effet, 
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reste limité quel que soit a, et, a fortiori, 

Vt 
^\\ «9/1 ^n^• • •'ï/i»; 



s'il en est de même de 



Or 



converge, car 



con\erge, et aussi 



X 

•2' 



'•v 7 r,. 



Si V| — V est assez grand, 



'•v 7./*;; 



iri = ''vZ.''''^ 



est plus petit que £>,, Sv^ tendant vers zéro quand V| croît indéfi- 
niment; d'ailleurs 

ïi ïâ = 2 ?^* 2 ^ ^'^ pH, • • • Pn. )"' > 2 ^ ?" '^"» • • • '^''-^' ^"' = ïa-^ 1 î 

faisant successivement 
on voit que 



flr = I, 2, 3, 



la série 



est absolument convergente, et son module au plus égal à 



»-^ev,p-+-eî^pï-f-... = 



I — 6v,p 



FONCTIONS SYMÉTRIQUES. l85 

puisque 

? = lïl<l. 

La série (8h ) est donc aussi absolument converg^enle quand p<Ci, et 

Tjv^ tendant vers zéro quand v, croît indéfiniment. 

D'autre part, I 1 a pour limite I I ; c'est dire que 1 1 1 1 tend 
vers l'unité quand V| croit indéfiniment, et que 

n=n -<' 

avec lims^^^^o pour V| = oo; V| étant choisi fixe et assez grand, 
J6vJ est plus petit qu'une quantité positive quelconque donnée a 
priori. 

Je forme I 1 ,pv^(Ç); pour cela, je multiplie d'abord 'fv,(0 par 

(i -I- Ç!JvV-Oî ^^ q"' "^^ donne comme résultat une série absolument 
convergente qui se trouve être '^v_<(îj); je continue de la sorte, et 
j'ai 

où <f, (s) converge absolument pour | Ç| <. i ■ Mais 
<9ii) ^ ^ 



= I -h C| Z -H Cj 5* -f- . . . -I- C,n -5'" -H . . . = ^ C 2 ) ; 

^{z) converge absolument pour cette valeur de 5, et 

?(^) = ?v,(;)J^^ = J][(i-^-6v.r'(i-Hr,vj. 

Quand V| est assez grand, (i -h £v,)~* (i -h y;v,) dilFère d'aussi peu 
qu'on veut de l'unité; il est donc al)surde de supposer 



<p(z) 



[n-)' 
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différent de i, c'esl-à-dire que 

(10,,) O^'^^^ Ylil-^ZZn^) = ^(Z). 

1 

Cette dernière égalité a lieu quand mcdz <^r^; en donnant à v 
une valeur convenable, on voit qu'elle a lieu pour toute valeur de 3, 
et que '^(3) converge absolument quel que soit z. Donc la série 'f(z) 
est une fonction entière. 

Si d'ailleurs les coefficients de cette série sont rationnels, il en est 

00 

de même des quantités ^^z~"\ d'après les formules (6n ), et inver- 

1 
sèment. c. q. f. n. 

Ce théorème montre que le produit I 1 peut être développé et 
ordonné suivant les puissances croissantes de z d'après les mêmes 
règles, que n soit fini ou infini, c'est-à-dire que ri soit un poly- 
nôme ou un produit infini. On doit donc s'attendre à trouver des 
propriétés communes aux polynômes et aux produits infinis étudiés 
ici : les formules (5|, ) et (6,, ) le montrent bien. 

Bn particulier, dans (6,,), les coefficients c„ sont ceux de la 
série 'f ( 3), et il semble que l'on puisse établir entre les c,i et les S,, 
des formules de récurrence analogues à celles de Newton pour les 
polynômes. 

On pourrait chercher à le vérifier de proche en proche à Taide 
de (5n ) et (6,, ); je préfère procéder comme il suit. 

Supposant | zz'l | < 1 , ce qui est possible, puisque toutes les 
racines z„t sont ^ o, on aura 

la série du second membre étant absolument convergente; 

n 



«) 



= s,;,— 281;,-+- 5*83,, — ..., 
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en désignant par Sjn la somme des puissances y»'''"«« des inverses des 
racines 5|, z^f . . . , S/i. Je pose 

TT (z) =1-+- 8,n^-4-88„2«-h...-J-0y„5>-4-..., 

OÙ évidemment 

n 

I 

on a 

JJ («) = 8,„-4-!iO,„2-h...-+-y8y„5>-'-h... 

= (H-8i„4;-+-...-+-Ôy«^>-4-...)(Si„— -8S,„H-z2S3n — ...)• 

En identifiant, on obtient les formules 

Oi/i= Sia, 20j„= StaOï/i— Stm •••^ 
y Oy«= S|nô{y-i)n— S^nO^y-D^ H- . . . -+- ( — l)^'* ^J-l)n^ln-^ {— i)^~^^Jny 
..••••• • • 

où Oo/i= 1. Ces formules peuvent encore s'écrire 

-S,a-t-8,„=o, 

Si/i— Si„Ô|„-l- 20jn= O, 
— Ssn ■+• Sîn ûl/i — Sia Ojn "+- 3 8|n = O, 



(— ly Syn-t- (— ly-' Î>(y-l)/i8ia-+-. . .-t- (— l)S,„8,y-,)/i-+-y Ôy« = O. 

Or ces formules restent exactes pour toutes les valeurs dey^J, 
J étant arbitraire, si grand que soit n. 

On sait, d'autre part, que, lorsque n croît indéfiniment, Sy^ a pour 
limite Sy, Sy^ pour limite Cj, Par conséquent, on voit, en prenant au 
besoin n assez grand, qu'il est absurde de supposer l'inexactitude des 
formules 

— Sl-^- Cl = o, 

Sj— CiS, + 2Cj= O, 

» 

(— iySyH-(— ly-* C, Sy-, H-. . .H-( — I )Cy_, Si -h /Cy = O, 
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quand y^J, car aucun des premiers membres ne peut avoir une 
valeur ^zé o. J étant arbitraire, on aboutit à ce théorème (*). 

Théorème IIh. — Les formules {i \ s ^) analogues à celles de 
Newton pour le calcul des sommes des puissances semblables des 
inverses des racines d'une équation algébrique en fonction des 
coefficients y sont applicables aux produits infinis 

(4ll) JQ[(I^- -»««*) = ?(-«)= I -H C,«H-...-t-C««« -+-..., 

m 

tels que la série ^Ir;;*, où rn=^\ Zn \ , soit convergente: 

1 

Ici se pose une question intéressante, dont la solution est immé- 
diate pour les polynômes, mais exige quelques développements pour 
les produits infinis : parmi les séries '^(z), y en a-t-il pour lesquelles 

on a 

S;„ = o pour m^fx? 

Pour traiter cette question, je m'appuierai sur le lemme prélimi- 
naire suivant (2) : 

Lemme. — Si une série à termes positifs non croissants 

Vl-f-V,H-...-HV;,-|-... 

est convergente, on a, pour /i = 00, 

lim/iv^ = o: 
n^n €st donc toujours limité^ quel que soit n. 

En effet, j'admets que cette condition ne soit pas remplie : pour 
une infînité de valeurs de /i, on a 

'^>'n>S (où est positif fixe). 



(') Des formules analogues ont été indiquées par M. Pincherle {Rendiconti ciel 
R. Istituto Lombardo, série II, Vol. XI, fasc. VIII, 9 mai 1878). 
(') BoRiL, Leçons sur les fonctions entières. Paris, Gauthier- Villars, 1900, p. 17. 
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Il y a, en particulier, une infinité de valeurs 

/iii ^i ^pi ••• 

de n satisfaisant à cette inégalité, el telles que 

fit n, 
ni > 1 rii-i » ^t — f^i-i > i^i— = — 

2 2 

Alors 

Vn._,^- v„._,H.iH-.. .-h v„._,>v„.(/i|— n,_,)> v„. — > -» 

'22 

puisque v„^|£v;,. La somme de la série comprendrait une infinité 

de sommes ]> -> et la série serait divergente. c. q. f. d. 

Je considère alors une série ajant pour zéros les quantités — 3|, 
— ^2, . . ., — z,f. . . ., en nombre infini (r, ^ r2 ^ ^3 ^ . . .), et telle que, 

si r„ = |2w|, y] '7/ converge dès que j'^a^ 1 (*). Je dis qu'on ne 

peut avoir V 5^J = o quel que soit /, dès que /^[Jl, à moins que les 

séries en question n'aienl aucune racine de module fini. 
En effet, soit, si ceci a lieu, 

r, = Tj = . . . = a < r^H-i = a-Hî I 

On a 

D'après le lemme précédent, r'' ^/"f «'tant une série convergente 

à termes positifs non croissants, z^,/ r'* m tend vers zéro quand m croît 
indéfiniment et a une limite supérieure X~' : 

rTn'^r'tm < X-«, r,nr^^ >( Xm )«"'. 

De plus, 

''m'*!* > (I — £)"' avec e fixe >o, 

(*) On sait que c'est le cas de toutes les fonctions entières d'ordre fini. 
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dès que m^k, Soil m^ la plus pelile valeur de m telle que 

{\mY">{v — s)-*; on a 



lMm,(i-0'^2^^'"^"''"T 



La série ^.O^f^)"^*^ * converge pour la valeur 1= /i^a^ et chaque 

terme est < i . Pour toute valeur / = /, /a, I2 étant assez grand, entier 
ou non, chaque terme de cette série est aussi petit qu'on veut par 

rapport au terme correspondant de la série t] (^/w )"'•""*; de même 

m, 

alors //Il ( 1 — e)' est aussi petit qu'on veut. Donc, quand / est assez 
grand, 

avec lim e/^ o pour / == 00. Par suite alors 

avec lim | e'y | = o pour l=:co. 

Si 

Zm= rie^'^ pour 1 = 'w 1 A:, 

dès que / est assez grand ; on en tire 

e-'^t -h ... -h e-^^h -h 6/ = o. 

Je pose 

e-^m = jr,n pour m ^ A:, 

d'où 

yi-+-...-4-y^-+-Ê; = o. 

Soient maintenant jKm •• -î >^*4 celles des quantités jKm •••7^* qui 
sont distinctes; on aura 

«ir' -h...-4-aA,>'i, -he; =0, 
1 
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OÙ ai, ..., «A^ sont des entiers positifs tels que a< 
Le déterminant 
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A = 



7't 






ri. 



yc-y' 



yi.-.ri.A', 



où A' est le produit dz (>^^— v, ). . .( » ^, — .rA,-i)(rA,-i— .Vi ). . • ; on 
^ ly« I = ' î • • •> L^"*! I = I , et le module | A , = | A' | de ce déterminant 
est indépendant de /; l'on conclurait 



— ai A = 



e/-i-Xt- 



ri 



r» 



.ri, 



/-t-A,-! 



Pour toutes les valeurs de / qui dépassent une certaine limite, les 
coefficients de e'^, ..., ti^k^-\ dans cette expression ont une limite 
supérieure de leur module indépendante de /, puisque y^^ .. ., y,^^ 
ont un module égal à i. Quand / croit indéfiniment, le second 
membre peut être rendu aussi petit qu'on veut, alors que le premier 
est fixe; on est donc conduit à une absurdité. Par conséquent, pour 
toutes les fonctions considérées (pour toutes les fonctions entières 
d'ordre fini ayant une infinité de racines), en particulier pour celles* 

où ^ /•"' converge, il y a une infinité des quantités S,, qui sont ^ o. 

Le raisonnement précédent montre même que, dès que n est assez 
grand, s'il y a Xr, racines distinctes de module minimum r<, il ne peut 
y avoir ky quantités S,/ d'indices consécutifs nulles. Si /*, = 1, 
les S„ sont toutes ^ o dès que n est assez grand. 

Une propriété analogue ayant lieu pour les polynômes, par suite 
pour les fonctions entières n'ayant qu'un nombre fini de racines 
(exemple {x — i)^"^)? j^ conclus ce tbéorcme : 



Théorèmr III| , . — Soit une série .f{z) dont les racines — <3| , . . ., 
— 5„, . . ., ont pour modules r^yr-xy . . ., //o . . ., en nombre fini > o 

ou infini^ les séries ^r,/ convergeant dès que J^a^i ; ce sera 

le caSj par exemple , pour 'f (5) ou pour un polynôme (et pour les 
/onctions entières d* ordre fini). Parmi les sommes des puissances 
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semblables des inverses des racines, il y en a une infinité qui ont 
une valeur p^ o ('). 

Je vais tirer (juelques conséquences des théorèmes précédents : 
d'après ce qu'on a vu ( tliéorème Ilii), les fonctions symétriques à 
coefficients entiers ou rationnels de degré fini des 3"' s'exprimeront 
en fonction rationnelle des coefficients c^, Ca, ..., c«, ..., à coeffi- 
cients entiers ou rationnels respectivement : les exposants des 5~* 
sont, bien entendu, supposés tous positifs et les quantités — 3» 
racines d'une fonction y (3) considérée au théorème II. 

J ^appellerai fonction symétrique élémentaire une fonction symé- 
trique de la forme 

Elle est égale à un polynôme à coefficients entiers, formé avec C|, 
Ca, . . ., <x, où A = 3 -+- ^, 4-. . .4- (3^. Tout polynôme P' à coefficients 
entiers ou rationnels formé avec des fonctions symétriques élémen- 
taires, et de degré Â| par rapport aux 3~*, est un polynôme à coeffi- 
cients (^) entiers ou rationnels formé avec les coefficients Ci, C2, . . ., 
c,^. Son expression est identiqueinenl la même que celle de la fonc- 
tion symétrique correspondante pour l'équation 

I -h c, ;; -r- . . . -^ cx,5>i = o. 

Les fonctions symétriques à coefficients rationnels ont donc une 
valeur rationnelle lorsque les coefficients de la série sont rationnels. 

Si les coefficients qui interviennent sont des nombres rationnels 
ou des nombres de Liou ville de même espèce [théorème II 5 et note (^) 
corrélative], la fonction symétrique a pour valeur un nombre de 
Liou\ille de même, espèce. 

Plus généralement, si les coefficients qui interviennent appar- 
tiennent à un ensemble ou groupe de nombres tels que les quatre 
opérations arithmétiques fondamentales, eflTectuées sur les nombres 



( ' ) Les seules fonctions entières d'ordre fini qui ne jouissent pas de cette même 
propriété sont de la forme e**-', où \*{z) est un polynôme. 

(•) Voir au besoin la méthode de VVaring dans V Algèbre supérieure de Scrrct, 
t. II, 5» édition, i88j, p. 385. 
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du groupe, ne donnent que des nombres du groupe, autrement dit à 
un ensemble constituant un groupe (Ghap. III, p. 33) par rapport 
aux quatre opérations fondamentales de l'Arithmétique; la fonction 
symétrique a encore pour valeur un nombre du groupe. // y a ici 
identité au point de vue des Jonctions symétriques entre les poly- 
nômes et les séries '^(z). 

Mais une remarque importante doit être faite, qui pourrait con- 
duire à la délînition des nombres entiers transcendants par analogie 
avec celle des nombres entiers algébriques. Quand on met un poly- 
nôme sous la forme ^(5), où le terme indépendant de z est l'unité, 
la fonction symétrique P' à coefficients entiers, considérée tout à 
rhcure, est un polynôme à coefficients entiers formé avec C|, c^, . . ., 
€1^. Quand les coefficients entiers de cette fonction symétrique ont 
tous leurs modules l^ y, on voit qu'en général, si | c~i, j est assez petit 
dès que n est assez grand, et c,i deMa forme ± p,iq~* {Put ^n entiers 
premiers entre eux), la valeur numérique P', de P' sera un nombre 
rationnel non entier, ceci, que '•o{z) soit un polynôme ou une série. 

Quand ^{z) est un polynôme 

(lin) i-hci^-h c,>s*-h. . .-+-ca;5* = o, 

tel que Ton puisse, grâce à la multiplication par un entier Na con- 
venable, faire en sorte que NACA==t: i et que les autres coefficients 
soient entiers, c'est-à-dire quand les racines de ce polynôme sont des 
entiers ordinaires ou algébriques, on a NaCa= ± Na/>a7â' = — '» 
/>A===ti, Na -= y*. Les coefficients C| , Cj , ..., Ck sont de la 
forme /?„<7~' (/i = i, 2, . . ., X:) où />a = ± i, et où <7„ divise qk- Alors 
P'^ , multiplié par une certaine puissance / de /jta, donne P', f]'^ = entier ; 
ici on peut prendre /= A, . 

Peut-on penser à quelque chose d'analogue lorsque ^{z) est une 
série? On voit bien que, si les coefficients C|, c^. . . ., Ck sont de la 
même forme que pour le polynôme (i2|i), PJ^^ ^^^*^ "" nombre 
entier tant (jue X, ^Xr; mais l'on ne pourra plus rien affirmer lorsque 
X|>Âr. Toutefois, si, à partir d'une certaine valeur de n pour une 
infinité de valeurs /ii de n, c„^ est de la forme ±q~l, et si, quel 
que soit /i<^/ii, (Jn divise q^^, on voit que, pour une infinité de 
valeurs de ) 1, 

M. i3 
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sera entier dès que l\^ est assez grand (on peut prendre /> =X,). 
Il semble ainsi, mais ce n'est là, en somme, jusqu'à nouvel ordre, 
qu'une hypothèse, que si, parmi les séries s (s), il y en a dont les 
racines |)uisscnt toutes jouer le rôle Rentier transcendant, elles 
devront satisfaire aux conditions que Ton vient de trouver : il 
faudra que, pour une infinité de valeurs /i, de n, c„^ = zt q~l (*), 
et que q„ diuise q„^ pour n <Cni. 

Tout au moins pourra-t-on songer à voir, en désignant par ^2(3) 
celle des séries satisfaisant à ces conditions, si leurs racines ne 
peu\ent jouer le rôle d'entiers transcendants. 

La première chose à examiner sera la question de savoir si, parmi 
elles, on ne peut en trouver un ou plusieurs ensembles tels que les 
racines qui y sont comprises forment un groupe par rapport aux trois 
premières opérations fondamentales de l'Arithmétique, addition, 
soustraction et multiplication. 

Je demanderai ici qu'on admette le théorème suivant (2) : 

Soit 

<p( 5 ) = I -4- Cl -3 -h Cj-C* -h . . . -+- c„ 5" -+- . . . 

une fonction entière dont la convergence est suffisamment rapide; 
toute racine de cp(:;)=o est la limite d'une racine des poly- 
nomes (i2n) lorsque k croit indéfiniment. 

C'est en particulier le cas quand o{z) est de la forme e^ -\- a, ou 
encore des formes (iO|) à (i'-*4)- 

Dans ces conditions, chaque racine des séries ©2(5) peut être 
regardée comme limite d'une suite d'entiers algébriques racines des 
équations (12,1), où A* prend une série de valeurs /i|, /i^. ..., indé- 
finiment croissantes.! 

On aperçoit dès lors un autre moyen, qui peut être plus général, 
de définir l'entier transcendant : 

Tout nombre transcendant limite d'une suite indéfinie d'entiers 
algébriques pourra être dit entier transcendant. 



(>) L'ensemble de ces siVies et celui de leurs racines ont d'ailleurs la puissance do 
continu au sens de la ilicoriede M. Cantor (comp. ^c/a math , t. XXIX, p. 338>33i ). 

( ' ) Journal de Mathématiques, 190a, p. 343, et Bulletin de la Société mathé- 
matique, 1903, p. 43. 
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Avec cette définition, la somme, la différence et le produit soit de 
deux entiers transcendants, soit d'un entier transcendant et d'un 
entier ordinaire ou algébrique, seraient des entiers ordinaires, algé- 
briques ou transcendants, car ce sont des limites d'une suite indé- 
finie d'entiers algébriques; le produit de deux entiers, ordinaires ou 
algébriques, est, en effet, un entier ordinaire ou algébrique. 

Comme exemples d'entiers transcendants avec les deux définitions 
ci-dessus, on peut citer les diverses valeurs de Lpq~*, où /?, q sont 
des entiers premiers entre eux, car x = hpq~* est racine de 

X x^ a?» 

tf* = /?ûr-i = I H 1 h ... H h . . . , 

^^ I i.'i 1.2.../1 

et limite d'une suite d'entiers algébriques racines des équations de la 
forme ©2(2) 

X x^ x^ . 

pq-^=\-\ \ h. ..H y ndq, 

^^ I 1.7- i.2...n ~^ 

(LyD(7~* ±: L/?< y7' est aussi un entier transcendant; il resterait à 
former des séries convergentes à coefficients rationnels dont 
L/;y~*)(L/?i y7*) est racine (*). 

En particulier, quand y = 1 , L/? est entier transcendant; de même, 
iri, étant racine de 

Y yi yn 

o=z i-her=2-h'^ -h h. ..H h..., 

I 1.2 1.2. . .n 

est un entier transcendant; de même encore — i XTzi = Tz. Donc : 

Avec les deux définitions de l'entier transcendant, le nombre it 
est un entier transcendant. 

Malheureusement, la seconde définition est inadmissible (^); je 
vais, en effet, montrer que tout nombre transcendant réel est litnite 
d'une suite d'entiers algébriques. 



(*) D'après un examen rapide, je pense que la mélhode d'élimination de Syl- 
Tester doit suffire soit dans ce cas, soit dans les problèmes analogues relatifs aux 
séries (1O4) à (124), ou peut-être même à tonte fonction entière. — Il reste ici une 
question importante à résoudre : Tout nombre transcendant est-il le quotient de 
deux entiers transcendants ? 

(^) A moins peut-être d'introduire une condition complémentaire. 
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Soit a un entier algébrique réel,/?«y7* une des réduites de son 
développement en fractions continues : on a 

d'après (7), et, si 

?n = ^qn — Pn. I %\<gnli' 

3,, est un entier algébri<|ue réel de mo Iule aussi petit qu'on veut dès 
que n est assez j^rand. Soit ; un nombre transcendant réel quel- 
concjue : i sera compris entre xSft^a et {m„-T- i) ^„^ où xjs„ est un 
entier ordinaire, et 

|î-Tnn3„U|3«|<^-i,; 

en donnant à n une suite de valeurs croissant indéfiniment, on voit 
que ; est la limite des entiers algébriques ts„^„ (^la conclusion reste 
d'ailleurs vraie quand ; est un nombre algébrique réel fractionnaire). 

Mais il V aurait à approfondir la première définition. 

C'est ici le lieu d indiquer l'impossibilité d'adopter pour le nombre 
entier transcendant une autre définition à laquelle on pourrait 
songer. 

Soit encore a un entier algébrique racine de 

zP — ai sP-^ — ... — ap =0, 

<i, ap entiers positu": ou négatifs, x"* est racine de 

I — rt|X — . . . — ijpxP = o; 

réciproquement, toute racine d'une équation de cette dernière foriue 
est l'inverse d'un entier algébrique. Cependant on ne peut songer à 
définir l'entier transcendant réel positif <C i par ce fait seul qu'il est 
racine d'une équation de la forme 

I — Cl jr — . . . — Cn Jr* — . , . = o, 

avec Ck Cn* ... entiers. On a vu, en effet, au Chapitre IV [for- 
mule 'Si'i] que tout nombre transcendant réel de module <[ i est 
racine d'une équation de cette forme. 
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Fonctions symétriques de degré infini, — Ce qui précède s'ap- 
plique aux fonctions symétriques de degré fini; mais on peut consi- 
dérer aussi des fonctions symétriques des s~* de degré infini, même 
quand 0(5) est un polynôme. Je pose ^~' = a,,. 

i" On pourra considérer quelques-uns a„^, a^^, ..., a„ des a,/, et 
former avec un polynôme à coefficients entiers ou rationnels 

quand les a^, sont en nombre limité, c'est-à-dire quand ce sont les 
racines d'une équation algébrique, on peut considérer les fonctions 
symétriques formées avec les diverses valeurs de 

en remplaçant les diverses racines a„^, a^^, ..., a^. par des racines 
quelconques distinctes de toutes les manières possibles; on pourra, 
par exemple, prendre le produit de toutes ces valeurs de P. Quand les a,, 
sont racines d'une des séries (qh), y a-t-il quelque chose d'analogue? 
On peut répondre affirmativement. Je vais considérer, à titre 
d'exemple, le produit 

où P(a^,) est un polynôme en a„; m lis j'admettrai, si a,/ est le terme 
indépendant de a„^ dans P(a„ ), supposé ^ o, que l'on ait divisé au 
piéalable tous les termes par «,/. Autrement dit, je ne considère que 
des polynômes P(a^j) où le coefficient indépendant de a„^ est l'unité. 
Je vais donc étudier 

n 

1 

où les I aj I sont tous rationnels et arf= i . Je me place, bien enlendu, 
dans le cas (') où aucun des polynômes P(a;,,) n'est nul, c'est-à-dire 
qu'aucun des cLm n'est racine de 

a^x^ -{- a^ x"^-^ -h . . . -f- arf = 0. 



(») Exemples : C. B., 9 déc. 1901, 3* sem.. p. 989; Acta Math., i. \\I\, 190.), 
p. 328; série cos x. 
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Ce produit convergera absolument à la condition nécessaire et 
suffisante qu'il en soit de même de 

n 

1 

quand n croît indéfiniment. Or on a 

n n n n 

111 1 

Les d premiers termes du second membre restant finis quand 
n croît indéfiniment, il faut que 0^= i; celte condition est d^ailleurs 
suffisante ('); c'est celle que j'ai supposée au début. 

n 

On remarquera que, si rTP(am) converge absolument, il ne 

1 

n 

saurait en être de même de yiP(am)) car les séries 

1 

n n 

1 1 

devraient être simultanément absolument convergentes, alors que la 
différence est n qui croit indéfiniment. 

Si le coefficient aa était nul, on prendrait le premier des coeffi- 
cients a</_i, r7,/_2, ... qui est 7^0; soit aa-d^ ce coefficient; on 
pourra former le produit absolument convergent 

JJ[P(a,„)a-rf,a;7i^J. 



(*) Les conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence du produit 

"^ -"■ Il 

sont évidemment les mêmes. Il convient de supposer ici que Ton prend /i,, /ij, ..., n, < n 
de toutes les manières possibles, puis que l'on fait croître n indéfiniment; on doit 
supposer aj= i. 
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2** Je considère, au contraire, le cas où (*) 

P(a,„) étant une fonction entière de a^,,. Les Z„i sont racines de 
l'équation 

4>(Z) = |^[i- ZZ,;/] = I -f- //.,Z -f-*. . .-+- i/„Z''-h. . ., 
pourvu que 

où 

R/M = I Z„i |, 

soit convergent. Or, il en est bien ainsi, car 

OÙ C,, C!j, . .. , C),, . . . sont les modules de Ci, Ga, . . ., C„, La 

série 

est convergente; en effet, ^1/7;'' comprend un nombre de termes plus 
grands que i (ceux pour lesquels /•//!<; en nombre limité \ dont 
la somme est £a(/-7')"; les autres ont une somme finie ^X', qui 
décroît lorsque n croît. Donc 

* < X(c; Ti ^ 4-. . .-+- g;, /•7« -4-. . .) -4- x'(Ci -+-. . .-+- c;,H-. . .). 

Le second membre est évidemment une fonction entière de ry* et 
converge toujours. Dès lors ^(Z) est absolument convergent. 

Toute fonction symétrique des Z~* de degré fini, à coefficients 
rationnels, s'exprime en fonction rationnelle à coefficients rationnels 
des coefficients //|, a^, ..., tt,,, ..., d'après le théorème lin et ce 
qu'on a vu tout à l'heure. 



(») On suppose, bien entendu, tous les P(a^)jz£o, ce qui est possible d'une 
înfiniié de manières i^Acta mathem., t. \XI.\, p. 3a8-33i). 
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Or 

«1= C,S,-i- CjS.-f-. ..-h G„S«-h 

I/équation cp(3) = o, dont lés 7.„t, en nombre fini ou infini, sont 
racines, étant donnée avec des coefficients rationnels, on voit que, 
pour une décroissance assez rapide des C),= |C/, |, les C„ étant, 
par exemple, tous ^z^ o et rati.onnels, //, est un nombre transcendant 
de Liouville. 

En effet, soit 

ff//i = ~ p,„ qj,} = C| S| -i- . . . -<- Cf„ S/„, 

OÙ pm^ q,n sont des entiers premiers entre eux; on a, pour une 
infinité de valeurs de w, d'après le théorème llln, 

et, si C^, décroît assez vile quand n croît, 

M,— (T,„ = C,;,-HiS,„H-i(i -+-e,„^-i) (lini€,„-Hi= o pour m =«), 

I Ml - ^m I < ^-*, 

si grand que soit a dès que m est assez grand. Donc //, n'est pas 
algébrique. D'autre part, m, n'est pas rationnel, sans quoi la même 
inégalité exigerait //, = o-,,! à partir d'une certaine valeur de m^ alors 
que o-^^T;,!^,. Le nombre i/, est bien ainsi un nombre transcendant 
de Liouville. 

Je me dispense de rechercher s'il en est de même de «a? Ws^ 

Ici encore se manifeste une diflerence entre la théorie ordinaire 
des polynômes algébriques et celle des séries à coefficients ration- 
nels : quand on envisage des fonctions symétriques des inverses des 
racines ou de séries ^(z) à coefficients rationnels, les fonctions 
symétriques de degré infini à coefficients rationnels peuvent être 
égales à des nombres transrendants de Liouville. 

3' Je ne nrallarde pas à considérer le cas où Ton remplace P(a,y,) 
par une série P(a;,,, a,„ , . . . , a;,, ) à coefficients rationnels et fonction 
de i-f-i racines de cp(:;). Je ne m'occupe pas non plus du cas où, 
soit P(^a^,), soit P(a^,, a,,,^, . . . , a,„ ) serait un quotient de deux poly- 



FONXTIONS SYMÉTRIQUES. 201 

nomes ou de deux séries, soit en Xm^ soit en a^,, a^»^, . . . , oLm^ à coef- 
ficients rationnels. Je vais seulement traiter un exemple suggestif. 
Soit 

^.^moÇt\ contiendra les deux termes cfimoÇ„[, ^m,^m ^^) P^^ consé- 
quent, ^a;„a~J ne peut converger absolument. Mais Ton pourra 
classer les rapports aLmoÇ„\ en deux catégories : ceux dont le module 
est <; I , ceux dont le module est > i , en supposant qu'il n'y ait pas 
deux racines de f(s) de même module (*). Les premiers ont pour 
somme de leurs modules 

et Ton voit de suite que, si les r,n croissent (^) assez vite avec m, cette 
somme convergera absolument. Donc le produit absolument convergent 

m,i 

OÙ /w = 1 , 2, ..., 00 et I = 1 , 2, . . . , 00 est une fonction entière. 
Les seconds rapports oL/nCÇ*^ ont leurs modules plus grands que i, 
rm^<i fm] la somme de leurs inverses est encore S et le produit 

m,/ 

est absolument convergent dès que | Z | >> o, quel que soit Z. On voit 
alors que P est racine de tu ou de ci, , en tout cas de la fonction xsm i (^). 
Ceci paraît indiquer la voie à suivre pour étendre les considéra- 
tions précédentes au cas où P(a;,i, a,„^, ..., a,,,.) est une fraction 
rationnelle et non plus un polynôme; je ne m'y attarde pas. 

(*) Exemple de pareilles séries 9(5) : celles où | c„ | y^ o dénroli suffisamment vile 
quand n crotl iniléHniment {Acta mathem., t. X\IX, p. 324-3i()). 
(') Exemple : cas où r^_^^> a'^r^,. 
(') C'est une f»nction quasi-entière ayant pour points singuliers essentiels o et oc. 

■+■ • 

Elle admet un développement en série de la forme \ u" z^ {J. de Math., 1902, p. 356 
ttl SUIT.; BulL Soc, math., 1902, p. i43-i46, 1903, p, 27 et suiv.). 
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4** Enfin, peut-être pourrait-on considérer des séries ©(s), P(a„,), 
P(am, a;,ip ...) dont les coefficients sont des nombres rationnels ou 
transcendants de Liouville et montrer que les coefficients des déve- 
loppements en série analo^çues à <Ï>(Z) sont alors rationnels ou trans- 
cendants de Liouville. Si Ton pouvait de plus faire en sorte que les 
nombres transcendants de Liouville à envisager dans les déductions 
successives sont tous correspondants au sens du Chapitre III, on 
aurait, semble-t-il, dans l'espèce, un résultat tout à fait analogue à 
celui-ci : 

Toute fonction symétrique d^ un nombre fini de termes des 
racines d'une équation algébrique à coefficients rationnels a 
pour valeur un nombre rationnel. 

On remarque que Ton aura fait un premier pas dans cette voie en 
traitant d^abord le cas, qui semble très abordable, où ^{z) est, non 
pas une série, mais une équation algébrique à coefficients entiers, 
rationnels ou transcendants de Liouville. Je n'insiste pas davantage. 

Ces idées paraissent d'autant plus susceptibles d'être appliquées 
avec succès aux fonctions symétriques de degré infini qu'elles se 
trouvent vérifiées, comme on l'a vu, pour les fonctions symétriques 
de degré fini et que, d'après le Chapitre III, pages 25-4o, il existe 
une infinité d'ensembles formés de nombres de Liouville correspon- 
dants et des nombres rationnels et qui jouissent de propriétés tout à 
fait analogues, au point de vue des quatre opérations fondamentales 
de l'Arithmétique et de l'extraction des racines, à celle de l'ensemble 
des nombres rationnels. 
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SUR L'EXTENSION DE LA NOTION DE DIVISIBILITE 
ET DE RÉDUCTIBILITÉ AUX FONCTIONS ENTIÈRES. 



Racines des fonctions entières et extensions du théorème de 
d'Aiembert. — On sait que toute équation algébrique ou tout poly- 
nôme possède une racine, pourvu que l'équation ne soit pas identique 
à zéro ou que le polynôme ne se réduise pas à une constante. En 
est-il de même pour les séries? 

Je ne puis ici que rappeler sommairement sans démonstration 
quelques-uns des résultats connus. La fonction e^ n'a pas de racines 
finies, car e^= e^^^y=z e^[cos>y 4- iûny) = o donne 

tf^== O, X = 00, 

y quelconque; mais la fonction e=-|-G = o, où C^s^o, a toujours 
une infinité de racines. M. Picard a établi (*) ce théorème : 

Parmi les équations entières de /a forme /(z) -h C=:Oj où 
/"(s) est une fonction entière donnée, et où C est un paramètre 
prenant toutes les valeurs possibles, il y en a une au plus, corres- 
pondant à une valeur particulière du paramètre, qui n^a pas de 
racines. 

On a même été beaucoup plus loin, car on a pu donner, dans des 
cas étendus, des limites inférieures et supérieures du nombre des 
racines comprises, dans le plan complexe des z (où z = x -\' yi)-, à 
l'intérieur d'un cercle de rayon R ayant pour centre l'origine quand 



(*) Pour ceux que la chose intéresserait, je ne puis que renvoyer aux travaux sur 
la théorie des fonctions entières et quasi-entières, inéromorphes ou quasi-méro- 
morphcs (quotients de deux fonctions entières ou quasi-entières), etc. Voir la 
bibliographie à la (in du Volume. 
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R est suffi >ainmenl grand. Les fonctions ef^^^\ où f\{z) est une 
fonction entière, n'ont encore aucune racine finie. Ce n'est pas 
tout; on sait que, si un polynôme a toutes ses racines réelles, il en 
est de même de la dérivée. On a pu établir une propriété presque 
semblable pour certaines catégories de fonctions entières; la fonction 
ayant toutes ses racines réelles, la dérivée n'a qu'un nombre limité 
de racines imaginaires. Ces théorèmes comportent des extensions 
aux fonctions quasi-entières. 

Mais tout cela n'est pas spécial au cas des séries à coefficients 
rationnels. 

Je rappellerai encore ce résultat, qui- éclaire les considérations du 
Chapitre XI, en en fixant mieux la portée et que je demanderai 
d'admettre ici : 

Théorème I12. — Soit 

une fonction entière; si l'on a, e étant un nombre positif arbi- 
traire fixe, d ailleurs aussi petit qu'on veut, à partir d'une 
certaine valeur de /i, 

OU encore, ce qui raie ni au même, 

(^it) k„|-«>(/î')»-^S 

f{z) est de la forme 

/(z)=Y[il^ZZTn') (1), 



(') C'est un produit infini {voir Cliap. XI). Ce que je demande d'à 1 mettre ici, 
c'est l'équivalent, pour les séries satisfaisunl à {^^^) ou (a|}), du tbénrème de 
d'A-Icmberl pour les polynômes. 

Les lecteurs au courant de la théori î des fonctions entières vérifieront sans peine 
ce résultat; la fonction /{z) est ici d'ordre < i ; elle est de la forme c»»C») 9(5), où 
çp(5) est le produit des fadeurs i -h zz-^ correspondant aux racines de /(j ) ; ç ( -) est 
d'or ire < i et e^ '^ doit se réduire à une constante, sans quoi la fonction y( 5 ) serait 
d'ordr 
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OÙ — w|, — -2, . . . , — 3/«, . . . sont les racines de f{z) et la série 

^r;J, avec r,n=nïodzrn^ converge. 

* . . 

On a ici, à partir d'une certaine valeur de w, si rm^^^rm^ 

rm>m, puisque ^r'I converge. 

Ce dernier point résulte du leinine de la page i88. 

Divisibilité des /onctions entières, — Je m'occupe maintenant de 
la question de la divisibilité des fonctions entières (' ) : on dira que la 
fonclion entière '^{z) divise la fonction entière F(:;) quand F( 5) admet 
tous les zéros de 'f{z) avec un ordre de multiplicité au moins égal; 
d'après cette définition, tout fadeur exponentiel e**'*', où V(z) est 
une fonction entière ou un polynôme, divise toujours toute fonction 
enlière F(:;) et joue le même rôle que les constantes pour les poly- 
nômes. Je ne développe pas ici les conséquences de cette définition; 
il me suffira d'indiquer que cela donne immédiatement la définition 
du diviseur commun de deux ou plusieurs fonctions entières, du 
plus grand commun diviseur, d\in multiple commun, du plus petit 
multiple commun. D'après ce qu'on a vu au Chapitre X, si V{z) et 
^(z) ont leurs coefficients rationnels, 'f (2) divisant F(j), le quotient 
converge, quel que soit c, et est une fonction enlière à coejjicients 
rationnels. Il resterait à savoir, quand on ne considère que des fonc- 
tions entières, à coefficients rationnels, si le plu-j grand commun di\ i- 
seur et le plus petit multiple commun, convenablement choisis (à cause 
du facteur arbitraire e'***'), ont aussi leurs coefficients rationnels. 

Sur la réduct'bilité des fonctions entières, — Peut-on, dès lors, 
arriver à la définition de la réductibilité ou de Firréductibilité d'une 
fonction entière à coefficients rationnels? Il faudrait d'abord voir si, 
dans des cas étendus, une pareille fonction est bien réductible, ou 



(') Je passe sur Textension aux fonctions quasi-enlières, soit dans tout le plan, 
soit dans un domaine. 

Plusieurs des questions envisagées ici pourraient donner lieu à des développements 
plus étendus et plus précis, dont l'idée est presque immédiate si Ton veut ut.li»er 
les résultats connus de la théorie des fonctions eniiéres et <|uasi-cntières. Voir Ann. 
École yormale, 190'J, p. 'i63 et suiv., en particulier p. 27G et su.v.. 
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divisible par une aulre à coefficients rationnels, quand elle a pour 
racine un nombre algébrique, c'est-à-dire une quantité racine d'une 
équation algébrique irréductible à coefficients entiers ('). On passe- 
rait ensuite au cas où deux pareilles fonctions ont une racine commune. 

Il existe certainement des fonctions entières réductibles; il suffit, 
en effet, pour le voir, de prendre le produit d'une fonction entière à 
coefficients rationnels par un polynôme à coefficients entiers; le 
produit est une fonction entière à coefficients rationnels. 

Pour qu'on puisse se poser la question de l'irréductibilité des 
fonctions entières à coefficients rationnels, il semble nécessaire que 
l'on puisse en trouver dont toutes les racines sont transcendantes. Il 
y en a bien, par exemple, 

e^ — rt = i — a-4- — 1 h ... H h . . . , 

I 1.2 1.2. ../i 

où a est rationnel ^o et ^ i . On sait que toutes les racines sont 
transcendantes, car (^) e^ n'est rationnel =a pour aucune valeur 
algébrique ou rationnelle de x. Il y a d'autres exemples (•) parmi 
les fonctions quasi-algébriques (entières ou quasi-entières). 

Ceci posé, on pourrait être tenté de donner cette définition : une 
fonction entière à coefficients rationnels est irréductible lorsque cette 
fonction entière n'a aucune racine commune avec une fonction entière 
à coefficients rationnels sans la diviser; on conserverait ainsi une 
analogie importante avec les polynômes. Mais cette définition est 
inacceptable, ou aurait besoin d'être énormément précisée : c'est ce 
que je montrerai dans ce qui suit. 

Je vais d'abord établir le théorème très général suivant, qui 
s'applique à toute fonction entière (* ) dont les coefficients ont leurs 
modules fonctions assez rapidement décroissante du rang : 

Théorème 1I|2. — Soit une fonction entière 

/(z) = Co H- Cl ^ -h . . . -h Crt z» -h . . . 



(*) A ce sujet; voir E. Strauss, Acta Math., t. XI, p. i3 et suiv.. 
(') Résultat à admettre ici; comparer Chap. IX. 
(3) Voir Acta Afathem., t. XXIX, p. 328-33i. 

(*) C'est-à-dire à toute fonction entière d'ordre zéro et d'indice Ar > 3, même 
d'indice infini. 
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telle qiCà partir d'une certaine valeur de n on ait, b^ étant un 
nombre quelconque, entier ou non, ^ \ et z un nombre positif 
arbitraire, tri' s petit si Von veut. 

Il y a une infinité de valeurs de /i, telles qu'à l'intérieur d^un 
cercle de rayon \ d |~^ (a nombre positif que/conque ^ i indépen- 
dant de n) ayant pour centre l'origine, le nombre N/, des racines 
de /(w) soit précisément n. Autrement dit, il y a exactement 
n zéros dont le module est inférieur ou au plus égal à | c„ 1"**. 

Les valeurs de n en question sont celles pour lesquelles l'iné- 
galité (712), indiquée plus loin, a lieu. 

J'appliquerai ce théorème, cas particulier d'un théorème classique 
{voir, par exemple, Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique, 
2* année); le nombre ^^,/ des racines comprises à l'intérieur du 
cercle C,/ de rajon R„ assez grand ayant pour centre l'origine dans le 
plan complexe des ;; est la valeur de Tintégrale 

prise le long de la circonférence C„. Je suppose (') que R,, ait été 
choisi de façon que/(5) n'ait pas de zéro le long du cercle C„. 

Je prendrai maintenant R,, = y^", en supposant y„ = | C/i | ^z^ o, 
a^i indépendant ou non de n. On a, sur la circonférence, 

-4- (/l-+-l)Cn+lC7,«'* -+-.... 



(•) Les zéros dc/(s) sont isolés; donc, à l'inlérieur d'un contour fermé envelop- 
pant Toriginc, leur nombre est limité; une circonférence de rayon R ayant pour 
centre Porigine ne peut alors constamment passer par un zéro de /(^) quand 
R varie entre R' et R'-+- p, *si petit que soit p. 
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Je |)Ose 

T'„=(/l-h-2)Yn-HlY7*''"^*^-+-.... 

Sfi est la somme des modules des n premiers termes de/(:î) ; 

T,i la somme des modules des termes qui suivent le (/e-i-2)**™* terme; 

S^^, T^^ sont les sommes correspondantes pour /'(^). 

Je >als chercher des limites supérieures de S,,, S^,, T,/, T'^^, en sup- 
posant n suffisamment grand. 

Je prends d'abord S„ et S^,. Quand /^i, 

'*I/i • V * — ''/in— lin ^ [n '\n—i\a -~\n itt-tt 

en supposant 

Yfl_/?^o. 

Or, si / = I , 

T« in-t — j/* J/i-l ^ T /*--!> 

car 

si / > I , 

Y/r'''ïnii = Tâ*ïî"'''ïnii = {AÏ«* (fi limite inférieure de Ym' pour Y//, ^ o>; 

il en résulte 

où 

(3i,^>/5) o„ = Y«ii si Y«-i^o et 8„=:Yn* si y«-i = o. 

Je passe maintenant àT„ etT^. On aura, pour £^2, (juand y^^/p^ o, 

Y« .Y«-»-'T» ^ "'\n •\'^~r- '')\n-hi (il, — ^ , ^In ya^d* 

11 en résulte 
X/, étant arbitraire aussi grand qu'on veut dès que n est assez grand, 
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à condition de supposer 

(4„) ^^^.T/Z'^'Tni/Xi^ >.)'-»; 

on a finalement 

, fi c-"w) = cl-«" w'Mi -+- c,;^,c;;'-"a) -h U„, 

I ficn^'u) = nc}-^-^' u"-^ ( I -4- o,^, c-'-« ^^ a) -f- U;, 



(5„) 



avec 

I u;, i = s;,-H t;,< /ivi— ", nr:,^i -4- x-» >. 

Si l'on suppose que quelques-uns des coefficients Cn^if Cn^-i^ ..., 
qui suivent C;,, peuvent être nuls, soit c,t^^ le premier d'entre eux 
qui soit y^o] en modifiant fort peu le raisonnement ci-dessus, on 
voit que, la condition (4t2) étant remplie, les formules (5ia) de- 
viennent 



(6n) 



avec 






Les formules- (642) comprennent d'ailleurs les formules (5|2). 

Ceci posé, je m'occupe de la condition (4«2) ^^ ]^ "^^ propose 
d'examiner le cas où la condition 

a lieu des que /^i pour les valeurs de v^_j./^o. Cette condition 
entraîne la condition (4 12) dont je n'ai plus besoin de tenir compte : 
quand elle a lieu pour une certaine valeur de n assez grande, on en 
conclut (612); si elle a lieu pour une infinité de valeurs de /j, (,642) ^ 
lieu pour ces valeurs. 

J'admets pour un instant que (712) n'ait lieu, quel que soit /^i, 
que pour un nombre limité de valeurs de /i; à partir d'une certaine 
M. i4 
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valeur v de /k il y a, pour chaque \aleur de ai, une valeur de i au 
moias telle que 



-^^:V^''{nli = n^'. 



ou 






Or 

limv^j»'» = o 

pour /i = X, 

Dès lors, ronsidëranl maintenant a comme une quantité fixe Ji 
indépendante de /*, pour une valeur i\ de i au moins, 

/a \ ., > „n-f-3i,. 

(ou; 4V-W, .:Tv 

pour une valeur de I2 â ' ? 






V étant assez grand. On en conclut 

Yv^..-./,^...-,, = Y;r''''"-'''^ 

ce qui exige a fortiori, puisque v^ = 3 • <; i , 

Yv^,„ g 3-'V^m • .1-^3 -n > 3-:.v-^m ui-^-a,]*"-^* 

pour une infinité de \aleurs de m. Il v a ainsi une infinité de valeurs 
de W| qui satisfont à la con<lilion 

(io„) Y//M i?"'"-^' '"•"•• 

On remarquera que celle dernière condition n'est pas remplie si 



(') Pour ili, n'-- > 1 car n- >/i-t-ï; de plus, 1110^^3"= o, puisque 

/(a) converge. 
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l'on a à partir d'une certaine valeur de n 

(fin) Yw* = ^i' 1 ^, entier ou non > I, 

e étant un nombre positif fixe arbitraire, d'ailleurs très petit si Ton 
veut('). En effet, pour que ( 1O12) eût alors lieu, il faudrait, pour une 
infinité de valeurs de n (les log;arilhmes étant de base fc|) 

/jn-s <; log log p -4- /i [ logn -4- log(a -»- H;], 

ce qui est impossible des que n est assez grand; — ^ 

a, en effet, pour limite zéro quand n croît indéfiniment. 

Je suppose donc que (i i ij) ait lieu, par suite aussi, pour une infi- 
nité de valeurs de /i, (712)- t)ans/'(c~''//), 

it ' "'in = "^n ^ ^n i 



et 



~ Tn-HTï;7*-"^ 



sont tous deux de la forme a, /i~*, où |X, | est fini, quel que soit /i, 
d'après (3,2 bis), (712) et (1 iri)^ pour une infinité de valeurs de n. 
Donc, pour ces valeurs, 

OÙ I £,^ I, 1 1',^\ sont au plus de même ordre de grandeur que n"^. 

U est maintenant commode d'appliquer la formule (3,2). En efl'et, 
sur le cercle C//, 

'j^ = nc^u-i (I -H s; ) (I -H t„ )-> = /ic«a-» (i -h t,„), 






(*) Les lecteurs au courant de la théorie des fonctions entiére> d'ordre zéro voient 
de suite que les fonctions entières satisfaisante (11,2) sont toutes ceiies d'indice ^3. 

On pourrait peut-être améliorer la condition (io„) en cherchant une limite supé- 

m 
rieure plus avantageuse de i^i.,...i^; on a, en elîel, par exemple, hh" •^aè^" 
{Journ. de Math,, 1H95, p. 30-26 ). 
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OÙ I '/i^, I est au plus égal à la plus grande valeur de | t„, | sur la circon- 
férence C,/, et, par suite, est de Tordre de n~^. Mais N/, est entier, 
plus grand que n — i , plus petit que n -\- \] donc N;,= /i. c. q. f. d. 

Voici une conséquence de la méthode précédente : je considère 
une fonction entière /(s) jouissant de cette propriété : elle a, pour n 
et n^ assez grands, une infinité de coefficients c„ dont le module 
est de la forme eh{n)~'^^9'^^n)~\ où lim e„ = o pour /i = oo, tout autre 
coefficient c„^ ayant son module égal à ^^(/ii )~"«^r*, avec p — T| 
fini >- o. Cette fonction, où A*^i, est ce que j'ai appelé ailleurs une 
fonction entière d^ ordre (o, Xr, p). Je suppose de plus ici k^iy 
j'appellerai les coefficients c« coefficients principaux. 

Ces derniers satisfont à (712)7 car il suffît pour cela 



où tS p -f- e,, I £// 1 <! e, quand n est assez grand, quel que soit i et le 
nombre e positif choisi a priori; il suffit donc 

log M„ > — — — ek-\ (n •+- 1 ) — - _ ( I -4- ai) e^-x ( n ) 

H- loff : — 2nOffAl>0. 

ri -r-l ^ 

9 

Quand Xr = 2, le second membre P« est 

_. / e' I — ai \ . n 

Fn = ne'^ -H loe . — 11 logr/i: 

Vp -r- £ ? — £ / /l-i- £ ^ 

SI a — I est nul ou très petit, P,, >>o, car ceci a lieu pour / = 1, et 

_^ = ne^ (^^ - ^J - ^. - 2 log/^ >o, quand n est assez; 

grand, et /? 1. 

Quand A* 5 3, ces conclusions subsisteront quel que soit a. On le 
voit d'abord pour £ = 1, puis l'on vérifie encore que 

d?n n . . . 

—rr = — — CA:-i(n -H i) e^-ii n -^ i ) . ..Ciin-hi) 

n I 

a€k-i{n)— -——. — •2log/i>o. 



p — e n -+- e 

Par conséquent : 
Corollaire 1,2. — Le théorème précédent s'applique aux fonc- 
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lions entières d* indice i pour a — i égal à o ou très petit ]> o, et 
aux fonctions entières d* indice Xr^3, quel que soit le nombre 
fixe a^ I, quand on prend pour les c,i les coefficients principaux. 
Elles ont exactement n zéros dont le module est inférieur à 

Ce corollaire s'étend aux fonctions entières obtenues en remplaçant 
ci-dessus e paré, Ck par 6^(6 >i), c'est-à-dire à toute fonction entière 
jouissant de cette propriété : elle a, pour /i et /i|, assez grands, une 
infinité de coefficients dont le module est de la forme ^^('O"''^^"*''"^'? 
tout autre coefficient d ayant son module égal à 6a(/Ii )""''»^»'* ; les 
coefficients c« sont encore dits coefficients /principaux. 'Les raison- 
ments et les calculs sont identiques; quand A == 2, il faut toutefois 
supposer è> 2. 

Corollaire 11,2. — C/n corollaire analogue au corollaire 1,2 
s'applique aux fonctions entières déduites de celles d'indice A* ^ 2 
4juand on y remplace e par un nombre 6, qui doit être > 2 
lorsque Ar = 2, et ^\ lorsque k>3 : Cn étant un coefficient prin- 
cipal, égal à 

une ftareille fonction a exactement n zéros dont le module fst 
inférieur à\cn\~^. 

Je m'occupe maintenant de fonctions entières plus particulières à 
certains égards : on a vu au Chapitre IV [théorème II4, formule (104) 
à (i2|) et théorème III4], qu'il y a une variété indéfinie de fonc- 
tions entières dont un nombre transcendant est racine. Ainsi, 
d'après le théorème III4, si ©y est un entier réel fonction de y, tel 

flO 

<jueV^^îpJ* soit une fonction entière, tout nombre ^, est racine 

1 
d'une équation 



<i3„) 



o = — i-»-^ </,„©-» ^'«, 

1 

avec d,f, entier, 
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Je suppose de plus 
(i3|j bis) cp,„ = bi,( m )?'". 

b entier >^ i , A" ='3, î^, donné. Je dis que, si c„ est ^ o, le théo- 
rème lli2 est applicable àc„ quand C/,^., = o, et soit à c„, soit à c„^_i > 
quand c„^x ^ o. 

En effet, d'après (iSia), si c,^ pé o, 

où A| est fini; j'eiamine si (712) a lieu. 
Soit d'abord /^2 : il suffit 



ou, a fortiori, 






-^.?«*"'*'?/i-+-/-l xt* > 'i-', 



OU, enfin, 

On vérifiera encore que ceci a lieu pour n assez grand en prenant 
les logarithmes (base 6), parce que /^ 2, Xr^.}. 

L'inégalité ( 7^) est alors satisfaite si C;,^, := o; si c,/^i ^ o, je dis 
que l'inégalité (7*2) est vérifiée soit pour l'indice /?, soit pour l'in- 
dice /i -H I : il suffit de s'en assurer pour /= i et C/,^.2 ^ o, d'après 
ce qu'on vient de voir. 

J'admets qu'il n'en soit pas ainsi : on aura à la fois 



ou 

d'où 

•r„+8 > -.",1+'"' n-»-»". 
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D'après (i4i.>), il faul a fortiori, 

ou 

L'impossibilité de cette inégalité se vérifie encore pour n assez 
grand en prenant les logarithmes (base b). Donc : 

Corollaire III«2- — Soit ÎJi un nombre quelconque donné -^ o; 
J^M réel ou imaginaire, est racine dUine des séries (i3,2). 

Soit Cn un coefficient de cette série différent de zéro : i" quand 
C/,_j.i =0, il y a, si n est assez grand, exactement n racines de la 
série à l'intérieur d'un cercle C„ de rayon | c« |~^ ayant pour 
centre l^ origine (a arbitraire > i et indépendant de n); a** quand 
c„^i ^ o, si ceci n'est plus vrai, il y a exactement n -j- i racines 
de la série à l'intérieur d'un cercle analogue de rayon \ Cn^i l"**. 

Quand on donne à k dans {i^n ^'^) une suite de valeurs ^ 3, on 
obtient une suite de séries Sa dont JJ, est racine. Soient Sa, S^f deux 
de ces séries avec Xr' > A", c',^ le coefficient de z" dans S^-; soit de 
plus Cn ^ o, et choisi de façon que Sa ait exactement n racines 
dans C„. 

Pour Sa', je distingue deux cas : 

i" Un des coefficients c'„^^ avec n' entier, 

/i' = ( log/iHH- s), /i' -+- 2 ^ m ^ Al — o. (base 6), 

e fixe arbitraire >-o, est ^ o; dans un cercle de rayon ^^"(afixe^i), 
où yi„^ = I c',n^ |, Sa a exactement nit racines, avec /l'-f- i ^ /W| 5 ^ — i ; 
or, Ton peut prendre yX^'^y^'î il J^uffit, en efiet, y',.,<y/i; ou, 
d'après (i 4 12)? ^^ posant 



ou, a fortiori, 



11 suffit 



Xi6a(/i)P" <6a'(/i')P'"'. 
logÀ, -4- Q/ih^-iin) < p'/i'^A'-iU''). 



2l6 CHAPITRE XII. 

OU 

l^n b n— li nX bj,.-t in'), X, fini." 
log(À,n)-i-6^-,i n) < ibi,-i(n)< bk-iin'), 

• • •••• ....• .!..• •..., 

in< b" = 6 »-^> '"«« = /i»-^«, 

ce qui a bien lieu (les logarithmes sont pris dans le système de 
base b), 

2® Les coefficients c'„,, avec 

/i' H- '2 £ m 1 71 — 2, 

sont tous nuls. Soit c'^^ le coefficient ^ o d'indice maximum inférieur 
à /l'-l- 2, c'v, le coefficient p:^ o d'indice minimum supérieur k n — 2. 
La condition (712) devient pour c^,, 

OÙ V| -h i = Va = /i — I . Je prendrai, a étant choisi en conséquence, 
a fixe ^i, m comme tout à l'heure; (742) est possible si 

OU, a fortiori, d'après ( 14*2)1 si 

ou 

ou encore 

Q/ = — logX, -u log<p;^^,_, — (2l—l)lugV, 

— iog(v,-hM — « iog©;„ — iojî«p;^ > o. 

On voit de suite que —^ croît avec i et est positif pour n assez 
grand, si l'on suppose m<C n — 2, puisque v^ -f- 1 — i^n — 2. Il 
suffit donc de vérifier que Qi\> o pour v, -h f — i = /? — 2 : ceci ré- 
sulte encore, d'après des procédés maintes fois employés précédem- 
ment, du fait que A*^ 3. 

En raisonnant alors comme dans la démonstration du théorème IIia, 
à propos de (1212), on voit que Sa- a dans le cercle C'^, de rayon çjj 
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(ayant pour centre l'origine), où m^/? — 3, V| racines exacte- 
ment (*), avec v< <C n' -+■ 2, Ici encore, d'après ( i4«2)î 

?'*>o;i:|r„|-«. 
En résumé : 

Théorème Illia* — Soient Sa, Sa', ai^ec k' > k^ deux des sé- 
ries (13,2), dont Ç| est racine : il existe une infinité de circonfé- 
rences C/, (n assez grand) ayant pour centre l* origine, où Sa et 
exactement n racines, tandis que «Sa' en a au plus n — i . 

Ce résultat comporte une conséquence importante au point de vue 
de la définition de Tirréductibilité des fonctions entières à coefficients 
rationnels dont j'ai parlé plus haut; avec cette définition, on voit que, 
à toute série Sa ayant pour racine un nombre arbitraire s< 1 correspond 
une série Sa ayant pour racine ce nombre et n'ayant pas toutes les 
racines de Sa; autrement dit : 

Corollaire. — Avec la définition en question de l'irréducti- 
bilité des fonctions entières à coefficients rationnels j aucune des 
séries Sa n'est irréductible. 

La conséquence vraisemblable de ce corollaire, c'est qu'il faudrait 
ajouter des conditions supplémentaires à la définition. Je n'in«iiste 
pas, en me contentant d'indiquer que, probablement, le théo- 
rème III4 conduirait à considérer l'irréductibililé relative d'une 
série par rapport à un ensemble particulier de séries dont elle fait 
partie (-*). 

(*) On aperçoit là nettement t'influence des lacunes de la série sur la répartition 
des racines. L^étude plus précise de cette influence pour les fonctions entières d'ordre 
zéro auxquelles s'applique le théorème II,, et ses corollaires peut faire un intéressant 
sujet de recherches. Comparer Acta Math,^ t. XXIX, p. 824 et Journ. Éc.'Pol., ipoS, 
p. 91 et suiv. 

(^) Dans le cas considéré au théorème II,,, on pourra, au lieu de l'intégrale (Sj,), 
considérer l'intégrale 

qui donne la somme des puissances S****** des racines contenues dans C„. Ainsi, quand 
les I c„ I décroissent suffisamment vite avec /i, et constamment, on trouve, si c„ ?£ o, 
c,.-i ^ o, 

lim e„ = o, pour/i =». 



NOTE I. 

SLR LA CLASSIFICATION DES FONCTIONS ENTIÈRES. 



I. 

Je crois ulile d'annexer ici pour la clarté quelques indications sur 
la classification des fonctions entières, de façon que le lecteur qui ne 
la connaît pas suffisamment ait sur la question des idées assez pré- 
cises. 

Soit 

•• 

(1) <p(ar)=2]«//i^'" 

I 

une série dont le rayon de convergence est infini, c'est-à-dire qui 
converge quel que soit x : par définition, c'est une fonction entière. 
Si cette fonction possède une infinité de coefficients a^^ tels que, 
si petit que soit le nombre fixe £, dès que //| est assez grand, 

(2) ( log;t/l, /P-£J«, < I an, |-' % i logA/l, yP^e^"., 

les autres coefficients étant tels, dès que n est assez grand, que 

(3; l^nM^dogA/iyP^S^'S 

on dit que cette fonction est d'ordre (Xr, p~' ) ( * ), Xr étant ici ^ o ; ainsi 

X X^ X'* 

e^—\-\ 1 h ... H h . . . , 

1 1.2 I . Jl . . . /i 

où Ton a, d'après une formule connue que je n'établis pas (formule 
de Stirling), 

1 .2. . . n = n'^^^-^n\ linie„ = o pour /i = oo, 
est d'ordre (o, i). 



('^ Journal de l'École Polytechnif/ue, 190J, p. 1-2; C. /?., 9 fèv. 1903, p. 348. 
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Si les formules (2) et (3) restent vraies avec k négatif, on peut 
adopter une classification analogue; j'ai désigné l'ordre dans ce cas 
par (o, — Âr, p~' ), symbole que l'on peut évidemment remplacer [com- 
parer note (*), p. 96-97] par (Xr, p~'), comme lorsque Xr est positif. 

Mais la classification que j'ai indiquée pour les fractions continues 
arithmétiques (Chap. I, n" 10) suggère l'idée d'une classification un 
peu différente des fonctions entières, que j'appellerai la seconde clas- 
sification ( * ). On peut appeler /o/ic^/o/î5 d* ordre {k^ p~' ) celles pour 
lesquelles les formules (2) et (3) sont remplacées par les suivantes : 
en posant Xr = — h : 

(4) eH{n?-'y^<\a„^\-^Sen{n^,^y\ 

Cette classification jouit de propriétés analogues à celles de la pre- 
mière, basée sur les formules ( 2 ) et (3 ); pour le montrer suffisamment, 
je vais établir, dans le cas où A = 1, deux résultats fondamentaux. 

Soit la série 

OÙ 0;/ = et ( n^)"= e''"^' ((T positif). 

Je cherche, pour une valeur donnée de .r réel >► o, la valeur 
maxima de l'expression 

n étant regardé comme une variable. On a 

logT = n logj* — n'^-^* 
et 

(7) T;»T-i = logj:-((T^i)/i^ 

en prenant les dérivées par rapport à n. Cette expression, fonction 
décroissante de aï >► o, s'annule pour une valeur /?2 de n, qui rend 
maximum logT; alors 

(8) logT = ((T-+-i)/i?-^'-nJ*-»=T/i?-^». 



(') De même, pour les irrationnelles, la première classification correspond aux 
deux deroiéres inégalités (i5) et (16) du Chapitre I {k positif ou négatif), la 
seconde aux deux premières; la troisième est celle résultant de (i5) et (16). 
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Je preads maintenant dans (6), x étant donné >• o, le rapport V 
d'un terme au suivant: on a 



V = T — — = e'"'"^*' e~"* T-^, 

Je donne à a? la valeur résultant de T^^= o : 

(9) logV = (w -^ !)<»■»-»— m<'-^« — (a -h i)n^. 

On a, d'après la formule du binôme, 

dès que m est assez grand, 

lorsque w ^X/?2 avec a fini. 

La somme S des termes de/(jr^ peut se décomposer en deux : 
Fune 7 formée des termes jusqu'à un indice ^Xn2, dont chacun est 

au plus égal à e^"^' ; on a 

l'autre \] formée des termes suivants pour lesquels V^3; leur 

On a donc, t' étant analogue à e, 

(10) Sge<»«r'(Xn,-H- j^^^itr'^i+6''. 

On peut introduire x dans cette relation, on a 

/ I \ 1 -^ T - « 

car « = o"(i -f- t') l i <[ 1 . Donc : 



somme 

I 
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i 

La série f{x) = 7^e""'''"*'*J?" a son module au plus égal à r""*'"'* 
dès que \x\ = r est assez grand. 

Ceci s'étend de suite à la série 

1 

dont les coefficients sont assujettis, dès que n est assez grand, à la 
condition 

(12) I On |~* > «"^~** j Cl analogue à 6 

(déduite de (4j et (5) pour h = i). Je prends, en effet, 

A partir d'une certaine valeur de n, d'après (i'2), chaque terme de 
©(\r) a son module plus petit que celui du terme correspondant de 
f{jo). Dès que r = | a? | est assez grand, 

|?(-r)|<|P(.r»|-H|/(^;|, 
où P(jr) est un polynôme, de module évidemment plus petit que 

I <f»(a:) |< ( i -+- e'j ) r''o?'-''< /-("otr''»^ , 
e', , £2 analogues à £|. On en conclut : 
Théorème l. — La série 



?(^) =^^a„x", 



où l'on «, à partir d'une certaine valeur de n, 

{tjixe positif aussi petit qu'on veut), a son module au plus égal à 

(€2 analogue à s) dès que \x\ = r est assez grand. 
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On peut établir une réciproque, qui se formulera ainsi : 

Théorème II. — Tout étant posé comme au théorème 1, s'il y a, 
dans la série «(^r), une infinité de valeurs n^ de n telles que 

il y a une infinité de valeurs de x telles que, pour | j: | =: r, 

En effet, soit M^ la plus grande valeur de \ ©(j?) | pour | x | = r. Je 
suppose que Ton ait toujours, à partir d'une certaine valeur de /•, 

K\V) |<p(:r)|<r''«f'-'^ , 

ou T est fixe et positif, t = 6 > o. On sait que ( * ) 

d'où 

Soit 

d\,' . , |v 

'--j- = ('^ H- Ddojsrr )«—/!, = o. 

Cette équation détermine une valeur de /• pour laquelle Xr est 
minimum, et doit être ^o; mais alors 



''. = (F^j'*'"-".(.îf7)'"'*"r*"=- 



(') BoREL, Leçons sur les fonctions entières^ p. 62. Ou le voit immédiatement en 
délermioant une limite supérieure de Tintégrale 






) 5— • ciz = a„, 



prise le long du cercle de rayon r ayant pour centre l'origine^'dans le plan complexe 
des z, puis faisant m = n^ 
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[jL étant une constante > o. Or 

P^e<e-=(l-.)-\. 

puisque 

(p-+-e)( t) =IH 6T — pT<i. 

e pouvant être choisi aussi petit qu'on veut dès que n est assez grand. 
On n'a donc pas Xr= o, et (i3) ne peut avoir lieu. c. q. f. d. 

Ceci posé, on pourra définir la croissance régulière ou irrégulière 
des séries o{x) : o{jo) aura sa croissance régulière si, dès que r >> ç 
(Ç arbitraire assez grand), on a 

si la croissance n'est pas régulière, elle sera dite irrégulicre. On 
pourra chercher, comme je l'ai fait ailleurs (*) à propos de la première 
classification des fonctions entières, un critère pour reconnaître les 
fonctions à croissance régulière d'après leur développement en série. 
Je n'insiste ni sur ce point, ni sur l'extension des théorèmes fondamen- 
taux 1 et 11 aux fonctions entières d'ordre (A*, p~' ) où — h = k<C — i , 
c'est-à-dire aux fonctions qui jouent dans la seconde classification un 
rôle analogue à celui des fonctions d'indice ^-2 dans la première (ni 
à celles où A* = — A est positif). 

On pourrait songer à faire application des propriétés des fondions 
entières considérées dans la seconde classification, avec /* négatif, à la 
théorie des nombres transcendants : je ne m'y attarde pas. 

Bien entendu, cette seconde classification s'étend aux fonctions 
entières où /r est positif, et, pour qui connaît les principes de la 
théorie des fonctions quasi-entières, méromorphes et quasi-méro- 
morphes, à toutes ces foncticms. 

Il est important de remarquer que les flcu.r classijicalions coïn- 
cident pour les fonctions entières dites d'ordre fini (A- = o). 

Enfin, on peut combiner les deux classifications pour en obtenir 
deux autres : adopter l'une d'elles quand Ar^o, l'autre pour Ar < o. 



(') Journal de r École Polytechnique, 1904, p. i6a et hjoS, p. i et suiv.; Annales 
de la Faculté des Sciences de Toulouse, njoj, p. 44'; ^'Oi> encore la Noie (' ) de la 
page suivante. 
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comme je Tai fait (Chap. I, n** 10) pour les fractions continues arith- 
métiques. Vinsi, on pourra prendre la première classification pour 
X"^o, la deuxième pour /r <C o. 

Le lecteur qui désirerait approfondir ces questions pourra se 
reporter aux Mémoires indiqués ci-après ou plus loin (Bibliogra- 
phie;. Je me contenterai de signaler les énoncés suivants : 

I** Une fonction entière d'ordre ^( — A, ?~0? ^" A > o, c^est- 
à-dire pour laquelle 

à ftartir d\ine certaine valeur de n, a son module au plus égal à 

(i4) ri«'ffc/)? '"'«, 

dès que \x\ = r est assez grand ( ' ). 

a" Une fonction entière d'ordre ( — A, p"*), c'est-à-dire une 
fonction pour laquelle (4) et (5) ont lieu, a, pour une infinité 
de valeurs de r indéfiniment croissantes, son module au moins 
égal à 

(l5) /"lotffcr.? -*«, 

Les démonstrations sont tout à fait analogues à celles données ci- 
dessus pour le cas où A = i . On dira encore que la fonction entière 
d'ordre i — A, p~')a sa croLssance régulière quand son module est 
au moins égal à (i5) pour toute valeur de r supérieure à une cer- 
taine limite, 

.'V' Soit r,, le module du /i*'*'"* zéro %u d'une fonction entière y 
dont les zéros sont rangés par ordre de modules croissants : si 
Von a, pour n assez grand, 

(\^) r„> e/,(/iP-EO, 



(') Une formule équivalente se trouve indiquée avec d'autres aussi intéressantes 
dans un élégant article de M. E. Lindel6f, paru dans le numéro d'août du Bulletin 
des Sciences mathématiques (article daté d'avril igoS); de mon côté j'ai publié la 
première classification pour les fonctions entières d'ordre o dans les Comptes rendus 
du 17 août 1903 sans connaître cet article de M. E. Lindelôf, probablement encore à 
c*; moment en cours d'impression. 
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le module de la fonction entière est au plus égal à (i4) dès que r 
est assez grand (* ). 

4** Réciproquement, si le module d* une fonction entière est au 
plus égal à (i4)dès que r est assez grand, le module du /i'^"*'? zéro 
satisfait à (i6). 

5** Le module rn du /i'^'»« zéro d\ine fonction entière d'ordre 
( — h, p"*) satisfait à (i6), et, pour une infinité de valeurs n^ 
de /î, à 

Réciproquement, si, pour une infinité de valeurs nx de n, le 
^ième ^eVo d^ une jonction entière satisfait à cette inégalité, son 
ordre est^{ — A, p"*). 

On comprendra mieux la portée de ces résultats en se rappelant 
que toute fonction entière d'ordre < (o, i) est de la forme 

Ao-5'»f[(l-4-Z^M, 
1 

OÙ A^ est une constante, m un entier ^ o, Zn le /i'*"* zéro ^ o. 



IL 

Des groupes de fonctions entières. — Soient <fi{z)j ©2(^)) • • • 
un ensemble E de fonctions telles que 'fa[^b{z)] = ^a{^b) = ^ab 
fasse partie de Tensemble : je dirai que l'ensemble E est un groupe 
de fonctions. 

Je supposerai ici que ^i, fa, ... sont des fonctions entières. Soit 

|?.|<r(""'.')'-**, I 9* l< '•<""''• )"*', h. et A.>.. 



(*) Je n'indique pas les démonstrations des propriétés III et IV : on les obtient en 
simplifiant ou complétant des démonstrations données par M. Ruben Mattson dans une 
thèse (Upsal, Almqvist ei WikselK igoS) soutenue le 6 décembre igoS, p. 49-^3. Je 
n'ai pu me passer d'un élégant théorème de M. Jensen pour établir la propriété IV. 

Quant à la propriété V, elle résulte facilement de III et IV. 

M. i5 
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dès que r = | 5 | est assez grand, ^ab = ?« ( ?*)• On a 

(.7) I *a* l< I y* |(""». "*' >'*^' < r(""'^')'^^*('-'.^)''< r<'-^^)'- (.), 

OÙ hc est égal au plus petit des nombres ha et A^. Donc : 

L'ensemble des fondions entières d'ordre <( — A, 00), où h 
est un entier donné >• o^ forme un groupe. 

D'autre part, je suppose que o* soit justement d'ordre ( — A^, t^); 
soit z^ le zéro de module minimum ^z^ o de o^ • ^ab a toutes les 
racines de Ob{z) — z^-=o. D'après la propriété 5**, le /i'*^"'* zéro de 
oa(^) — x;i = o a son module =^>ifc(/iP*'*^»), oii p^o-^rrri, pour une 
infinité de valeurs de /î, et il en est de même a fortiori du /i'*"** zéro 
de ^ab' D'après la propriété 5", l'ordre de ^ab est au moins égal à 
( — hbf ^b)' Donc : 

Si (fa et (fi, sont d'ordres (— A^, œ^), (— A^, œ^), avec ha et 
A^>i, l'ordre de cp«(cp^) = 0^^ est â(— A^, œ^). 

En particulier : 

L'ensemble des fonctions entières d'ordre zéro et de même 
indice h {c^est-à-dire pour lesquelles h a même valeur entière ^i) 
jorniK* un groupe; de même pour l'ensemble des fonctions entières 
d'ordre zéro et d'indice infini (A = 00). 

Je me bornerai dès lors à indiquer que, grâce à un théorème connu 
de M. Picard et ses divers perfectionnements, des procédés tout sem- 
blables permettent d'établir les propriétés suivantes dans la première 
classification. 

Si Oa et Oi, sont deux fonctions entières d'ordres (kat ^a), 
{kbt ^b)j civec A'a et kb entiers ^o, l'ordre de ^ab=^^a{^b) est au 
plus égal à (A'fl-f- A*é-f- i, œ^) et au moins égal à {kb^ ^b)- 

Il y a ici une légère difficulté facile à surmonter, et provenant du 
fait que ^a{z) peut n'avoir qu'une racine au plus; alors 0^= e'V-F, 
F= A ou F= A(5 — a) avec A constant; àa{z) est un polynôme 



(') On peut préciser la valeur de a,, soit quand A^=i, soit quand A^>i : je ne 
m'y arrête pas. <t>^|, est évidemment une fonction entière. 
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OU une fonction entière d'ordre {ka — i, ^b) sur laquelle on raisonne 
comme suro^* 

Forment encore des groupes : 

\^ U ensemble des fonctions entières d^ ordre > o non transfini 
{kn fini yéiO^ ou a"a>o); 2" l'ensemble des fonctions entières 
d'ordre (nul ou non) non transfini; 3** l'ensemble des fonctions 
entières d'ordre transfini (Ar^=oo); 4" l'ensemble de toutes les 
fonctions entières. 

A utres catégories de groupes, — On peut dire encore par e:xemp]e 
que l'ensemble Ei des poljnomes et des fonctions entières cpi, cpj, ... 
forme un groupe si la somme, la différence, le produit de ces fonc- 
tions 2 à 2, 3 à 3, etc. appartiennent à E, ; on peut spécifier des condi- 
tions complémentaires, par exemple exiger que/[x, cp^, o^, . . . , ^^p^ (a)], 
où /est un polynôme en x, cp^, cp^, . . ., ©^^^(a), fasse partie de E, : 
c'est ce que je supposerai ici ( ' ). La somme de deux fonctions entières 
d'un même ordre pouvant être d'un ordre inférieur, on a des énoncés 
moins précis; ainsi : 

Forment un groupe : 

1° L'ensemble des polynômes et des fonctions entières d'ordre o 
et d'indice ^h; 2" rensenible des polynômes et des fonctions 
entières d'ordre o et d'indice infini A; 3" l'ensemble des poly- 
nômes et des fonctions entières d'^ordre {nul ou non) non trans- 
fini; 4" l'ensemble de toutes les fonctions entières. 

On pourra chercher à obtenir des énoncés analogues en ne consi- 
dérant que des fonctions entières plus particulières, par exemple des 
fonctions entières à croissance régulière : je n'insiste pas. 



(*) On peut aussi exiger que ?a(9fr) appartienne à E,. Alors ces groupes seront 
compris dans les groupes étudiés précédemment. 

Il y a des extensions aux fonctions quasi-entières, méromorphes, quasi-méro- 
morphes. 



NOTE II. 

SUR L'ORDRE DES NOMBRES DE LIOUVILLE. 



Soit 

l«= P/iQ«* = «0+-» : «i-Hi : «1-4-. ..-4-1 : o„, 

la /î'«"« réduite du développement en fraction continue ordinaire de 
l'irrationnelle positive I. On a, pour / > i , 

Q/-i«i<Qi= Q/-i«/-HQ,-î<Q/_i(a/-hi), 

d'où(*) 

(36) a,a, ...a„<Q„<(a,-hi)(«j-hO...(an-+-i)l2'»a,a, ...a„ 

Je vais m'occuper de I au point de vue des deux premières classifi- 
cations des fractions continues (la troisième étant une conséquence 
des deux autres). 

Première classification, — Soit I une irrationnelle positive 
d'ordre (/r, p) dans la première classification, c'est-à-dire dans celle 
où les secondes formules (i5) et (i6) du Chapitre I sont applicables, 
que k soit positif ou négatif. On a, pour n > v, 

(4«) an<ek{n)?^, 

et, pour une infinité de valeurs n^ de /i, 

(Se) an.>eA-(/i,)p-e 

(s fixe positif aussi petit qu'on veut dès que v est assez grand). 
On a 

n 

(ôe) Qn<A2'»P[e;t(*)P+e (Aconst.). 



(') Je continue la numérotation des formules du Chapitre VI. Incidemment je 
signale ici que Ton peut probablement simplifier la démonstration de la propriété IV, 
p. 5i, car, si /i'>/i, on doit avoir A'>A:. En effet, d'après une vérification rapide, 
je crois que, si 1 1 ~ I„' | < 1 1 — I„ |, on a J — J^' | < | J — J» U quand n est assez grand. 
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A quelles conditions I est-il un nombre de Liouville ? Il faut et il 
suffit 

I ï - In |< Q«*S 

pour une infinité de valeurs de /i, si grand que soit ai, c'est-à-dire, 
puisque, d'après (i3) (condition nécessaire) et le Chapitre I, n® 8 
(condition suffisante), 

(Q?,a/,H-i)-» > 1 1 - 1/, I > (4QA««-Hi)-», 
( 76 ) ^n-i-i > Q5 (a analogue à aj ). 

n — 1 

On sait (pages 3 et 42) que Q„^ 2 * ; donc, quand I est un nombre 
transcendant de Liouville, 

n— 1 n — 1 , 

-T— a —-— aloi2 

OÙ Pi est aussi grand qu'on veut; par suite : 

Une irrationnelle {*) d* ordre < (i, 00) {première classification) 
n^ est pas un nombre transcendant de Liouville. 

Soit donc /r^2. Pour que I soit transcendant de Liouville, il suffît, 
a,ij^\ étant un quotient incomplet principal, c'est-à-dire satisfaisant 

à(5fl). 



/i4-i)P->rA'2«p[e;fc(0p-^M , 

logA-+-/lIogîi-h(pH-£)2e*_,rO j. 



d'après (yo)? ou 

(p — e)eA_,(n-i-i)>a 1 log A -+- /i logîi -h (p h- e) 



Ceci exige A"^3; j'admets qu'il en soit ainsi; on a 

log A -h n log 2 < ( p -+- 6) ek-\ ( n), 
et il suffit 

eA-i(/n-i)>/i*eA_i(n), 



( * ) Corollaire. — !*our chacune de ces irrationnelles, il y a des nombres fixes X 
et }JL tels que 

a.-K.<Qi. |l-i-l>Q;r''- 
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ou, a fortiori, 

ex_j(n-f-i)> aex-j(n)> log/i«-h e*_,(/i). 

Ceci est vrai pour A' = 3 ; quand A* > 3, il suffît 

e^_3(/i -f-i)> 2eA_j(n)> log2-h eA-_8(/i), 

ce qui a lieu pour k = 4? etc. 

Ce résultat s'étend aux cas intermédiaires où Tordre I est (A', p) 
avec p nul ou infini. Soit 

où p,i peut prendre des valeurs aussi grandes qu'on veut pour une 
infinité de valeurs de n assez grandes : on raisonnera sur les quotients 
incomplets cin^i pour lesquels p^+i = p«_/+i quel que soit />o, et 
que Ton peut appeler provisoirement /?/-£/ici/>rtMX ('). Donc 

Une irrationnelle d'ordre > (3, o) (/»remière classification) 
est un nombre transcendant de Liouville, 

On voit qu'il y a une catégorie intermédiaire, celle des fractions 
continues d'ordre (2, p), pour laquelle on ne sait rien. On peut mon- 
trer que : 

Parmi les irrationnelles d'ordre (2, ^) (première classification)^ 
certaines sont des nombres de Liomille, certaines n'en sont pas. 

Soit d'abord une irrationnelle 1 régulière. 

Définition. — Une irrationnelle 1 d'ordre (A, p) est dite régulière^ 
si, à partir d'une certaine valeur de n, tous ses quotients incomplets 
sont tels que (*-) 

(Se) a„ = ek{n)?n (p -f- e > p„> a > o, a fixe). 

Soit /r = 2 ; si I était un nombre de Liouville, il faudrait, d'après ( 3^ ) 

(') La même démonstration s'applique évidemment aux fractions continues 
d'ordre >(A-, 00), pour lesquelles on peut toujours écrire a„= c^C/i)?», en parti- 
culier aux fractions d'ordre infini (p. 10). 

(') Peut-être, parmi ces irrationnelles, y aurait-il lieu de distinguer celles où 

p„=p-H6„ (Iim6„= o pour /i = Qo); 
on pourrait les appeler réguUères, et les autres semi-régulières. 
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a„H.i>(a,a, ...a„)a, 
et, a fortioriy 

e,(/n-i)p-^e> I A, I I e,(0* (Al const.), 



A,]Je,(OM 

n 

(p -f-6)e'»-^»> a log Al -4- <ia ^ e', 



ce qui est Impossible : I n'est pas un nombre de Liouville. 

D'autre part, I, d'ordre (2, p), non régulière, sera un nombre de 

de Liouville si 

e,(/i -+- 1 )p-6 > (2» ai a, . . . a„)«, 

^/i+i étant quotient principal, ou si 

n 

( p — e ) €«-+■» > a 71 iog -i -h a y^ loga,-. 

1 

Il est intuitif que, quand les quotients incomplets satisfaisant à 
une égalité analogue à (80) sont assez espacés, la condition ci-dessus 
est satisfaite (*). On le vérifie quand 

loga^H.,^ /i»+8 loga/ («g /i) ; 

alors en eflet 

2 logafg /i-c loga„+,, 

et il suffit 

Ioga„-H, > an log2 -+- a/i-e Ioga„^,, 

ce qui a lieu si petit que soit le nombre fixe positif e, dès que n est 
assez grand (^). 

(') Peut-on assigner au sujet de cet espacement une condition simple, nécessaire et 
sufGsante ? L'existence de critères analogues pour la régularité de croissance des 
fonctions entières, basés sur Tespacement des coefficients principaux du dévelop- 
pement en série de ces fonctions, permet de l'espérer. 

(^) Voici ce qui aidera à comprendre la portée des classifications des irrationnelles: 
j'écris a„= Cj(/i)''»; soit k le plus petit des entiers tels que t^<6' (Ô' fini) quel que 
soit n\ si Ton a t„> 8 (8 fixe > o) pour cette valeur de A- et une infinité de valeurs 
de /i, on démontre l'existence {Journ. de Math., 190^, p. 279) d'un nombre p tel 
que la suite des a„ soit d'ordre (A*, p) dans la première classification. Une irration- 
nelle a ainsi toujours un ordre. 

Une remarque analogue peut se faire pour la deuxième classification, quand on 
écrit a„= «^(/i^it). 
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En résumé : 

Théorème. — Dans la première classification^ une irrationnelle 
positive d^ ordre (A, p) est un nombre de Liouville quand (/r,p)>(3, o) 
et n'en est pas un quand (A-, p) <,{i, oo). 

Lorsque k= i et que p est fini, les deux cas sont possibles. 

Des irrationnelles régulières, — Soit A" ^3. On a, pour n assez 
grand, X et [jl étant des constantes >• o, et 

de plus, on a 

e 
i< e„_i<e;t(n— 'i)«<e;t(/i)S e*(/i — 1)< e*(«A 
si 

ek-i(n — i)< -ek-t(n), c*_,(/i — i)< log -î ■+• eM-t{n); 

n n 

ceci a lieu pour A"= 3. Quand Ar > 3, ceci est encore vrai d'après 

si 

e 1 

(9«) ek-i{n — i)<ek-i(n)''<ek-i{nf, 

ce qui a lieu pour A" = 4 ; et ainsi de suite. On conclut 
6„= e^(//)*-^« (Iim7);,= o pour /i = oo), 

(œ« comme p,,, t„ comme tj,,), et, d'après (3fl) et (ga), 

(loe) Q«=e;fc(/i)^«-^e;=Qe;^^. 

Soit F une autre irrationnelle positive d'ordre (A-, p'), avec p' ana- 
logue à p, I^,= P^,Q^r' sa /i'^"« réduite; si elle est régulière, 

(II.) Q'n=ek(nr.= Q';il^ (a;comme<T„). 
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Les formules (9«), (io«) et (iï«) montrent que I et V sont des 
nombres correspondants au sens du Chapitre IH (pages 27 et suiv., 
page 36). 

Quand V n'est pas régulière, soit a'„^, un de ses quotients tels que 

«n+i = «*(«-+-OP'-^' (o<T<p„H.i<p'-4-e, X fixe >o); 
on a encore 

soit 

/>n=PnQ/ii ^n=Q«Qn=«Ar(n)^- (X„ COmme p„H.| ), 

d'après (qc), 

f (y fini>o, o<Vn<0» 

formule qui s'applique aussi quand F est régulière. 

On en conclut que F est aussi un nombre correspondant de I; 
mais cette correspondance n'a plus, en général, le même caractère 
que quand F est régulière; ici la correspondance entre 1 et F résulte 
de la considération de la suite des réduites principales de F et de 
celle des réduites de même rang de I; une irrationnelle F non régu- 
lière n'ayant pas une infinité de réduites principales de mêmes rangs 
que F ne correspond pas forcément à F. 

En particulier, d'après ce qui précède : 

Deux nombres réguliers positifs quelconques de Liouville de 
même indice k et d^ ordre > (3, o) sont des nombres correspondants 
au sens du Chapitre III, 

Dès lors, l'ensemble des nombres réguliers positifs de Liouville 
d'indice donné A" ^3 et d'ordre (/r, p), où prend toutes les valeurs 
finies non nulles, appartient, par rapport aux quatre opérations fonda- 
mentales de l'Arithmétique, à un groupe H de nombres qui sont des 
nombres rationnels ou des nombres de Liouville. 

Quand on ne considère parmi ces opérations que l'addition et la 
multiplication, on arrive à un résultat plus précis. 

Soit J un nombre de Liouville positif correspondant de I qui soit 
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limite de la suite de fractions distinctes à partir d^un certain indice 

J„=: /fftÇ~* (/?,!, Çn premiers entre eux ou non), J — J;, étant de même 
signe que I — I„ et tel que, pour n assez grand, 

J~Jn=^nirS 9n-irt = Q^li {><n et ^x^ flllis >X>o); 

d'après (lo»), 

J„ est une réduite de I, qui n'est pas forcément de rang n ; les 
nombres J comprennent tous les nombres réguliers de même indice k 
que I et d'ordre (/r, p) avec o < p < oo. 

sont de mêmes signes; J-l-J', JJ' ne sont pas rationnels; J^-f-J^ 
et J;, J^, en sont des réduites. Soit 

(V-'m ^/o v'„ analogues à !„). D'après (qc), 

Jl-t-Jj, •••} •'n'^Jni •••1 
J 1 J ', , . . . , J n J Ji , ... 

sont, à partir d'un certain indice, des suites de fractions distinctes qui 
sont des réduites de rangs croissants de J -|- J' et JJ'; J 4- J' et JJ' sont 
analogues à J. 

Par conséquent, par addition et multiplication, les nombres J en- 
gendrent un groupe G« contenant le groupe analogue G dérivé des 
nombres réguliers I d'indice donné Â"^3 et d'ordre (A*, p) avec 
o < p < 00. On a alors, pour les nombres de G, ^/i= ^a(/i)P«, p» ana- 
logue à X,. D'autre part, les J;, étant des réduites distinctes de rang 
croissant de J dès que /? > v, on a J,,= -'Jp, ^p étant la />'*""• ré- 
duite Y^8~* de i et p^n — v. D'après (i3), 

I J - J« I = I J - <5p I = (e8»6p^,)-« = CA-Mn-h i)-p;, 
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3 = bo-hi ibi-^i : bf-hi : bi-h..,, i<0<4 (p), analogue à p„); 
^pèqn=q^,r^i, ^p+i = eA(/i-f-i)P; (pj comme p^). 

On peut en conclure directement que J est d'ordre ^(A^, p''^); on 
peut aussi remarquer que J est de même ordre que 

K = co -h I : c, -f- 1 : Cl -h ... -h I : Crt -h . . . . 

où bp=:Cp^^, Co, Ci, Cj, ..., Cv étant des entiers positifs arbitraires 
(Chap. III, p. 53); alors 

CpH-vH-i = CA'i /i -h i)?;, p-^w^n, 

en sorte que J et K ne peuvent être d'ordre supérieur à (A*, p), où p 
est fini. Donc 

Théorème. — L'ensemble des nombres de Liouville positifs 
réguliers d'indice donné A" ^3 et d'ordre (Ar, p) {première classi- 
Jication)j où p prend toutes les valeurs positives finies > o, e/i- 
gendre par addition et multiplication un groupe de nombres de 
Liouville d'indice Sk et d'ordre < (A*, oc). 

On sait que tous ces nombres sont tous d'ordre ^(i, oo). 

Un théorème analogue a lieu pour le groupe G| et pour le groupe 
dérivé d'un nombre fini de nombres de Liouville positifs et réguliers. 

On ne peut s'empêcher de rapprocher cet énoncé de certains de 
ceux obtenus pour les fonctions entières, el, dès lors, d'espérer des 
analogies plus complètes entre les notions d'ordre dans les deux théo- 
ries. .\insi, on peut se demander si, dans le groupe G, les irration- 
nelles ne sont pas toutes d'indice k et, peut-être, régulières. 

De ce qui précède résulte en particulier que tout [)olynome à coeffi- 
cients rationnels positifs formé avec les nombres réguliers en question 
appartient au, groupe G; I étant un de ces nombres réguliers, K est 
compris dans G [q entier >> i). Mais ce groupe contiendra aussi for- 
cément des nombres réguliers I qui ne sont puissances d'aucun 
nombre de Liouville. En effet. 
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avec P«, Q„ premiers entre eux, 

Qn = ûtnQn-l "+- Qn i, Qn-^-t = a„^., Q«-4- Q„_,. 

On prendra 

A„, /„ entiers positifs* Ceci est toujours possible d'une infinité de 
manières, tout en ayant, pour /i assez grand (*), 

an = ejti n)P», p-f-e>p„>(r>o, 

car il suffit de prendre 

Q, = aj = i2/ii-*-2, 
Qi= aia,-i-i = 18/1-+-3 = af(i!iAiH- 2) -hi, 
ou 

9/,-+- 1 = a,(6A,-4-i), 

puis, en général, pour /ï^i, 

QinH-i— Qln-1= I2(A„+i— A;,) = a,„-H,Q,;, = ain+i(l8 /n -4- 3), 
Ql/n-l— Qln =I8(/„^-i— //i) = aî/n-lQl«-+-i = «ln-»-l(l2/l„H-i-4-"2), 

OU 

4(^/1+1— /»n) = «ln-»-l (6 /n -+-!), 9('/n-i— ^n)= ai«^.i( 6 An-i-1 "+- l), 

ai et Ai, ^2 et /, étant choisis convenablement. Par exemple, si l'on 
prend, pour ai^i, 

«în-i-i= 4aî/n-i, ^in-»-i= 9«înH-i («/ entier), 

on peut choisir 

A| = o, ai = 2, /j = o, as = i, 



(') Quand on ne s'impose que les conditions p^=p4-c^ pour une infinité de va- 
leurs de fiy p„^ p -h e quel que soit n > v, les mêmes calculs donnent pour I un 
nombre de Liouville, régulier ou non, qui n*est puissance d'aucun nombre de Lieu- 
ville. 
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et les formules précédentes déterminent des valeurs convenables 
des A„, l,t sous la seule condition 

pour i assez grand ( * ). On sait d'ailleurs qu'une puissance /y*«™« exacte, 
paire ou divisible par 3, est ^o (mod4) ou, ^o (modg). Donc, 
aucune des quantités Q„ n'est puissance (jr'^n»^ exacte, quel que 
soit y >► I, et le nombre I régulier n'est puissance d'aucun nombre de 
Liouville. Alors I^~*, où q est entier, n'est pas un nombre de Liou- 
ville (Chap. III, p. 44)^ t^"*^ en étant transcendant. K"* est d'ailleurs 
d'ordre < (3, o), I étant d'ordre (A-, p) > (3, o) et A", p quelconques. 
Donc : 

Il existe une infinité de nombres transcendants d^ ordre <(3, o) 
dans la première classification, et dont la puissance y'^"**? (y en- 
tier) est d'ordre (A*, p) > (3, o), avec k entier arbitraire, p> o ar- 
bitraire. 

On voit à quelles difficultés on peut se heurter en cherchant à éta- 
blir une relation entre l'ordre d'un nombre transcendant et celui de 
ses puissances entières, quand ce nombre n'est pas un nombre trans- 
cendant de Liouville. 

Deuxième classification, — Soit une irrationnelle I d'ordre (A, p) 
dans la première classification : pour une infinité de valeurs de /i, 

an—eM(n)?^^n=:ek,(n''n)^ 
(p -t-Sn)<?A_i(w) = eA-^-t(n^n), 

Si l'on prend ki^k-\-i, on a (j„<i; de même si l'on prend 
ki = k — I , on a <t„>» i . De plus, quand k = o, on a kt = o, 
<j;, = p -h £;, ; quand A' = A"i ^ i , p ^^ o, (j„ = i + e^^. Une irrationnelle 
d'ordre <(i, oo) dans la première classification est d'ordre £(i, i) 
dans la deuxième; inversement, une irrationnelle d'ordre <(i, i) 



(*) Il en résulte que l'ensemble (au sens de M. Cantor) des nombres transcendants 
de Liouville en question, d*ordre (A:, p), avec A:, p donnés, et qui ne sont puissance 
d'aucun nombre de Liouville a la puissance du continu. Le lecteur formera sans 
peine des exemples numériques précis; on prendra, par exemple, a ■ = E[e^(i)?], où 
p est fixe. 
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dans la dehxième est d'ordre <C(i> ^) dans la première. Par une 
discussion analogue, on déduit finalement des résultats obtenus pour 
la première classification : 

Dans la deuxième classification, 1 est un nombre de Liouville 
quand {k^ p)>(3, i), et n'en est pas un quand (Xr, p)<(i, i). 
Quand (A-, p) := (2, i) les deux cas sont possibles. 

Il reste à examiner le cas où I est d'ordre (A-, p)> (i, 1) et ^(3, i). 

Soit, en général, une irrationnelle I, d'ordre ^(Xri, pi) quelconque 

avec ÂTi > o, a,i= e^^(/i^"), et, pour une infinité de valeurs de /i, 

o"/! > Pi -^ — ' Je considère la suite des quantités 
A;n= tfA,-t(mPt-«)-i Ioga;n; 
parmi elles, il y en a une infinité qui croissent indéfiniment avec m si 

ôA,-! \ m ' V > a cx,-i ( mPi~e ), 

dès que m est assez grand, a étant fixe aussi grand qu'on veul ; ceci 
est vrai pour Xr, = 1 et se vérifie de proche en proche pour k\ = 2, 
3, Alors, je dis que : 

Il y a une fonction Om constamment croissante de m telle que 

V égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de m. 

En effet, il suffit de suivre une méthode déjà utilisée par M. Ha- 
damard pour un cas analogue (*) : on prend deux axes rectangulaires, 
et l'on porte en abscisses les valeurs de m, en ordonnées celles de A/»; 
soient Pi, P2, ... les points obtenus, P,^ le premier de ces points 
d'ordonnée supérieure à P^ P,^ le premier après P,^ d'ordonnée supé- 
rieure à P/,, etc. Je forme le polygone joignant P<P,^P,^...; l'équa- 
tion y = log'^j? qui représente ce polygone définit une fonction tox 

{^) J. de Math., 4* série, t. IX, 1893. 
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croissaYite telle que 

A,;,gIogçp,„, loga;„ltfx,-.i(mP.-e;Iogîp,w, 
l'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de m. 

C. Q. F. D. 

On conclut de là que : 

Une irrationnelle 1 d^ ordre > (2, i) {deuxième classification) 
est un nombre de Liouville. 

Soit I une irrationnelle d'ordre (Â*, p)^(A-|, p,), k^ étant ^2; il 
suffit, d'après (3o) et (70), 

a„H.,>(2«aiaj...a„)« 
(a fixe aussi grand qu'on veut), pour une infinité de valeurs de /?, ou 

n 

logan-Hi> na loga -+- «^ loga,. 
1 
Je prends 

loga„+l = <?A,-ll(/l -+-!)?•-«] I0g?n-+-1 ; 

il suffit 

ek,-\[{n -+- I )P.-5] > lin ek,-\{n9x-^) 

ou 

tfit,_,[(/i-4-i)p.-8]> Iog(2a/i)-f-<?it,_,(/iPi-e). 

Il suffit que ceci ait lieu pour k^ = 2, c'est-à-dire que 

(/i H- i)P.-g— /iP.-e> nPt-s-» P'"" ^ ^ log(2a/i), 

OU que p, > I -f- e. c. q. f. d. 

Une irrationnelle d^ordre > (i, 1) et $(2, 1) (deuxième classi- 
fication) peut efi'ecUvement être ou ne pas être un nombre de 
Liouville. 

Ce sera un nombre de Liouville si, pour une infinité de valeurs 
de /i, 



Ioga„+, > a/i loga -f- a^ loga,, 



24o NOTE II. 

Soit (A-, p)>(i, i), 

Ioga«^-|^/l>-^elloga/ (pour i^/i); 

il suffira 

(i — o[/i-«t) logan+t > a/ï log2, 

ce qui a bien lieu quand 

logan^-i^/i*-^"». 

Au contraire, soit une irrationnelle I telle que, pour /i^v, 
«/i>^*(/iP^*")î |£/i|<€j lim6„=o (on pourra l'appeler régulière 
dans la deuxième classification). On a, quand Xr = i. 



«/i+i < ( ai flf . . . «n )P ( P const. ), 



SI 



Iogan^i<(/i-4-i)P+e<Pi2ip-e<p2loga/ (p» const.), 

1 1 

ou si 

(/i-f-i)P^<— — 2l ^(n-i)i-^-p-€<p, r xp-eefer, 

ce qui a lieu pour n assez grand. I n'est pas un nombre de Liouville. 
Quand A" = 2, soit une irrationnelle 1 telle que 

an= H-E[e,(/iP)], a/>c.(iP); 
on a 

an-Ki<(a,a, ...a„)P, 
si 

n n 

Ioga„H., < I -4- e, [(n -+. i)P] O^ ^'^ < P^ *^^'"* 
Or, p<i, 

> C'^ > / c*^a7p-t É^ar > i-h (ap)-» tf^'»-»^' ; 

il suffit p>i, 

(n-t-i)p— (n — i)P< logp — logap, 
c'est-à-dire, d'après 

(„ + ,)P=(/.-.)p(.+ ;^)'<(«-.)p(.+ ^). 
4p(/i — i)P-' < logp — logap, 
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ce qui a lieu pour p'$i et ,3 assez grand. Alors 1 n'est pas un nombre 
de Liouville. c. q. f. d. 

On peut résumer ainsi ce qui précède : 

Théorème. — Dans la deuxième classi/ication, une irrationnelle 
positive d'ordre (A*, p) est un nombre transcendant de Lioui'ille 
quand (Xr, p) > (2, i) et n'en est pas un quand (A*, p ) < ( i, i). 

Lorsque (i, i) < (Ar, p)<(2, i), les deux cas sont possibles ( *). 



( ' ) Voir encore Afém. et C. B. du Congrès de Lyon ( Assoc. franc, pour Tavanc. 
des Se, 1906) et Buii. Soc. Afath,, 1906 : Sur les nombres transcendants dont le 
développement en fraction continue est quasi-périodique, et sur les nombres de Liou- 
ville. Dans ces notes, j'ébauche une classification des fractions continues d'ordre 
infini, et j'indique des cas étendus où, l étant un nombre positif de Liouville, à la 
fois : i' 1 est une fraction q»**'* quasi-périodique dans le système de numération de 
base q; 2* y'I est une fraction continue quasi-périodique; 3* a}{a entier), e* et P sont 
transcendants (comp. p. i55, note ('). Je signale aussi des quotients convergents de 
produits infinis d'entiers, et qui sont des nombres de Liouville. 

Conséquences : sin I est alors transcendant; si a^ réel > o est algébrique, on connaît 
une limite supérieure de l'ordre de la fraction continu» log. nép. a,, etc. 
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NOTE III 

SUR LES FONCTIONS HYPKRTRANSCENDANTES. 



Une fonction y de x qui satisfait à une relation de la forme 

(i) /i(^,r) = o, 

où fi est un polynôme en x et >', est dite algébrique. Si elle ne 
satisfait à aucune relation de celte forme, elle est dite transcendantt', 
F^armi les fonctions transcendantes, on peut considérer celles qui 
satisfont à une équation différentielle 

(i) /(>, y. y, . . ., .v^*',) = o, 

d'ordre A*, où / est un polynôme en x^ y^ y* ^ . . ., y^^\ C'esl le ras 
de j>^ = e^, telle que )'= i', de sina;, cosj7, e^, ...; c'est encore le 
cas de .»= Cx^', C et C étant des constantes arbitraires, qui est la 

solution générale de ( -=— ) = o. J'appellerai ces fonctions algèbrico- 

transcendantps (*) et l'équation (2) une équation différentielle 
rationnelle. 

D'autre part, je nommerai fonctions hypertranscendantes celles 
qui ne satisfont à aucune relation de la forme (2). L'existence de 
pareilles fonctions résulte, avec plus ou moins d'ampleur, des Ira- 
vaux de divers auteurs (- ). Ainsi, d'aprcs MM. Hôlder et Hilbert, la 
fonction eulérienne T{x) cl la fonction "^{s) de Puemann sont hyper- 
transcendantes. J'ai pu établir (') au sujet des équations (2), ou des 



(') C'est rexpressioii de M. Moore : le^ fonctions hypeitranscendanles sont celles 
qu'il appelle transcendentally -transcendental . 

(') On trouvera une bibliographie du sujet et des renseignements historiques dans 
une Note de M. Heinrich Tietze {Monatshefle fur Math, und Pkysik, i6* année, 
p. 33i). 

(3) Bull, Soc. math., njoa, p. ioo. 
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équations difftTentielles 

<2 bis) /(x, $,, ...,$/, y.y\ ....y^^-^) = o. 

où / est un polynôme formé avec x, y, y', ..., r^*^ et un nombre 
limité / de fonctions de x arbitrairement choisies, par exemple, \o^x^ 
loglogx, ..., e^^ e^j ..., la fonction elliptique )9(.r), ..., le résultat 
suivant que je me contente ici d'énoncer : il existe une infinité de 
séries \a« (a: — Xq/S de fonctions entières, de fonctions entières 
d'ordre fini délerminé, des mêmes séries ou fonctions ayant leurs 
coefficients rationnels, de séries divergentes sommables, de fractions 
continues de Stieltjes, qui ne satisfont à aucune des équations de la 
forme (2 bis) correspondant à un même système Si, . . ., Ç/ (*). 

Je me propose ici : 

1" De démontrer des théorèmes à peu près équivalents, pour les 
•équations (2), au théorème fondamental de Liou ville sur les nombres 
transcendants (Chap. 11), et analogues à un autre résultat obtenu par 
moi ailleurs (^); 

2" De faire voir sommairement que certains de ces théorèmes per- 
mettent de définir des ensembles de fonctions hypertranscendantes 
^correspondantes, jouissant âe propriétés analogues à celles des en- 
sembles de nombres correspondants de Liouville, au point de vue du 
Chapitre III (=»). 



(') Le principe de la démonstration, c'est que la solution générale de {2 bis) ne 
•contieni qu'un nombre limité d'arbitraires. 

(^) Journ. de .Wath,, 1902, p. 4a» et Bull. Soc, math., igoS, p. '|4- 

(') Les résultats obtenus ci-aprés s'étendent aux solutions formelles divergentes 

•des équations différentielles (a). % 

-4- • 

Par définition, une série de Taylor S ou une série S= V a„(x — ar^)" quelconques 

— • 
satisfont formellement à une équation de la forme (a) sous la condition «suivante : 
j'opère sur S comme si elle était absolument convergente : la \a\euT formelle d'une 
fonction de séries analogues à S est le résultat obtenu en y subslituHnt ces fonctions 
et ordonnant par rapport aux puissances croissantes de x. S satisfait formellement 
à (a) si, après substitution, dans la valeur formelle, les coefficients des diverses 
puissances de x sont tous nuls. 

L'intérêt de ces considérations résulte de ce que la connaissance d'une solution 
formelle divergente peut fournir la valeur d'une solution de l'équation différentielle: le 
lecteur qui vomirait étudier l.i question dos séries divergentes pourra se reporter aux 
Leçons sur tes séries divergentes de M. E. Borel (Paris, Gauthier-Villars, 1901). 
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Préliminaires. 



Les solutions des équations ditrérenlielles 12) peuvent se diviser 
en deu\ catégories aux environs du point x» : i"^ celles de la forme 



y aniX — To) 



V 



(xo a une valeur délenninée, par exemple j^o=oi données par le 
théorème général de Cauchy, c'est-à-dire les solutions pour lesquelles 
on peut, pour a:=.ro, résoudre (2) par rapport à r^*\ puis cal- 
culer >-(*+», v^*^^\ ...: 2** les autres, qui peuvent être de la même 
forme. 

Je considère al(»rs les solutions de la forme 



> (ln\X — Xo ) : 

♦ 

il peut y en avoir des deux catégories. 

Pour celles de la première catégorie, elles seront convergentes, et, 

comme on sait, elles rendront — j-j; ^ o pour x = x^,. Les autres, au 

contraire, s'il y en a, Tannuleront pour x = Xq 1 au moins formelle- 
ment, au cas où elles seraient divergentes ». Soient \^y ^2 deux solu- 
tions de la première catégorie : 

\5= B<,— B,<-r — j-o» — ...-^ B„ij- — -ro »' — .... 
On a, par exemple, 

'« • ^-^ = 'JJT ^1^'"'^ Jr = x^\. 

Pour calculer Y,, on choisit les valeurs »o« .>*o- •••? J^'o'*^ ^^ ^7 
y I*-» pour X = ^0, on prend l'une des valeurs correspon- 
dantes de r* déduite de \^i«, on la déxeloppe en série, ce qui est 
possible sous la forme 
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€t Ton tire y^\ J>'lf"*"'\ • • •? valeurs de cp et ses dérivées quand Jr^ y, 

0' 



y\ ..., j^^*~'^ ont les valeurs Xc^o^ .>'iî •••ï^ïf ' î finalement, 



\x = ^(T^arQ,yo.yo. • -^ro*" 



11 en résulte que Y^ et ses X premières dérivées ne peuvent, 
pour J7 = Xo, prendre les mêmes valeurs que Y| sans qu'on ait Y|=Ya. 
Donc, la difl'érence Y, — Yo doit être pour x — Xq infiniment petit 
d'ordre infinitésimal au plus égal à A — i , c'est-à-dire à celui de 

{x —Xo)^-^ : 

La différence de deux solutions distinctes V a«( jt — x^)" de (2) 
données par V application du théorème de Cauchy au cas oùx=zXq 
ri est pas d'ordre infinitésimal supérieur à k — 1 par rapport 
à X — Xo, quand x — Xq est infiniment petit. 

On peut concevoir une division des solutions en deux catégories 
un peu différentes : je cherche une solution y telle que y et ses k — i 
premières dérivées aient pour valeurs Vo, y'^^ • • •? J'o^*' pour x = Xo^ 
mais je considère Xo, J^oi .. .,^îf~'^ comme des indéterminées: 
(2) donne pour ^f*^ un certain nombre de valeurs dont je choisis 
Vune y^^\ Supposant alors les indéterminées choisies de façon que 

<3) />(^o,ro Xo^O^^o, 

je puis résoudre (2 ) par rapport à ^,f', et en déduireyî,*'*"*',yîf'*'*\ ..., 
c'est-à-dire finalement une solution unique, d'après le théorème de 
Cauchy. 

Ceci posé, soit Y une solution donnée a priori, Y, Y', Y", ..., 
prenant pour x = Xq les valeurs Y©, Y^, Y„, . . ., finies. Si, pour une 
valeur particulière x^ de Xq^ ces valeurs satisfont à (3),. on voit que 
Y est une solution donnée par l'application du théorème de Cauchy 
pour x = x'q. Si l'on ne peut trouver une pareille valeur particu- 
lière x^, par exemple dans le voisinage de Xo=o, ou a:o=Soî on 
voit que Y est une solution, non seulement de l'équation (2), mais 
encore de l'équation diflérentielle (3), où l'on efface l'indice o. L'éli- 
mination de^^*^ entre ces deux équations montre que Y est solution 
d'une équation d'ordre < k; c'est d'ailleurs une solution singulière. 
Donc : 
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Une solution de {2) finie ainsi que ses dérivées pour x = Xq et 
dans le voisinage (xq arbitraire, mais fixe) ^ qui ne satisfait pas 
à une équation d^ ordre moindre ou de même ordre k, mais de 
degré moindre en y^^\ est donnée par l'application du théorème 
de Cauchy pnur une valeur de x égale à .r© ou une quantité x^ 
voisine de cette valeur Xq (*). 



Développements et extensions des idées de MM. Gomes-Teixera 

et HuTT^itz. 

M. Hurwltz (2), rectifiant un résultat de M. Gomes-Teixera, a 
établi ce théorème : 

Théorème 1. — Si la série à coefficients rationnels 
y=z a»->r ai jr H- .' . . -4- a;, ar" -r- . . . 

satisfait à une équation différentielle algébrique^ il existe une 
fonction entière à coefficients entiers 

Y(^) = Yo -H Yi -« -^- • .-+- Tv-5^ 

et un nombre entier n tel q^ie les facteurs premiers contenus dans 
les dénominateurs des fractions irréductibles an-, a«+i, âf/,^21 • . - 

(^) Dès lors, soii une solution de ( 2) 

^ = a„ -h a, j: -h . . . H- a^ j;** -h . . . 

convergente, ne satisfaisant pas à une équation d'ordre k et de degré moindre 
en y^^^ ou d'or Ire <A: : elle s'obtient en donnant dans 

^^y\iy'\i •••» .'^''i sont de» arbitraires, x^ voisin de o, et.© une fonction bien 
déterminée, à a?, une valeur fixe assujettie seulenaent à ne pas être égale pour cer- 
taines solutions à certaines valeurs particulières, et à y^y y'\y -"tyf'^^ des valeurs 

convenables. La solution générale de la forme \ a„j?'* dépend ainsi d'un nombre 


limité d'arbitraires. 

(') Annales de l'Ecole Normale supérieure, 1887 et 1889, p. 33o. 
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divisent res/>ectiveinenl 

Y(/i), Y(/i)v(/i-hi), Y(/i)Y(/i-+-i)Y(/i-h2), ... 
[/î est supérieur à Iq, plus grande racine positive de y(^)]. 

La méthode de MM. Gomes-Teixera et Hurwitz est susceptible de 
nombreuses applications, comme on va le voir; en particulier, on 
peut en déduire des propriétés analogues sans se préoccuper de la 
nature arithmétique des coefficients du développement de y. 11 suf- 
fira de reprendre, développer et compléter convenablement les cal- 
culs de M. Hurwiiz. 

Je vais d'abord établir le lemme suivant : 

Lemme I. — Si une série de Marlaurin, à coefficients ration- 
nels ^ satisfait formellement à une équation différentielle 
d'ordre k\ elle satisfait à une équation différentielle rationnelle 
d'ordre '£k, où les paramètres sont des nombres rationnels, et 
même, si l'on veut, entiers, 

,En effet, si une série à coefficients rationnels 

I ! 2 ! • n\ 

satisfait formellement à une équation différentielle rationnelle 

( 5 ) / = ^Xx*yu.y"\ . . . y.k^n = o, 

où les paramètres A sont quelconques, en exprimant que S est une 
solution, on obtiendra entre les A un certain nombre de relations 
linéaires homogènes R =: o à coefficients rationnels permettant d'ex- 
primer un certain nombre d'entre eux à l'aide des autres A,, A^, . . ., 
Ae, et S satisfait à toutes les équations différentielles analogues à (5) 
obtenues en donnant à A,, Aa, ..., Vq des valeurs arbitraires, les 
autres paramètres étant déterminés par les relations R = o. Prenant 
Al, Aa, ..., Ae raiionnels, on voit que tous les paramètres A corres- 
pondants seront rationnels. On peut même alors supposer, si l'on 
chasse les dénominateurs, que tous les |)aramètres A sont entiers. 
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Donc, comme l'a in(li(|ué d'ailleurs M. Hurwilz, le lemme I a bien 
lieu. c. g. f. i>. 

Je considère maintenant une série S de la forme (4)^ dont les coeffi- 
cients sont ou ne sont />as rationnels, et qui ne satisfait formelle- 
ment à aucune équation difl'érentielle rationnelle d'ordre k et de 
degré plus petit en j'^*\ ou encore d'ordre < k (k peut être égal à o, 
^{o)-_. y^ mais est solution formelle de (2). La série S est d'ailleurs 
convergente ou divergente, mais j'exécute en tout cas les calculs 
comme si elle était absolument convergente. On a 

et S satisfait à 

(6) y^^^^fk^ ^k=-o\ 

S n'annule pas A, puisque /a est ou d'ordre < X, ou d'ordre X, mais 
de degré plus petit que celui àefeny^*^\ On a alors, pourj^= S, 

où K'i -^ o, pour une valeur convenable de / : soit encore, pour ( * ) 
j^ = S, ^A= VA : d'après (6), 

(7) S^-<^-^»>cpA--t-Tx = o; 

fk et gk sont des polynômes en .r, y^ y ^ . . ., r^*' de degrés respectifs 
au plus égaux à A — 1 et À respectivement, si /"est de degré total au 
plus égal à X par rapport à ces quantités. 
Soit SJj' la valeur de S^'^ pour a; = o; on a 

S = So-^Siî+...^Si,"'~-r-..., 

et «/!= SJ,"^ Par dérivation on tire de (7) 



(*) Dans ce qui suit, ç^, 4'/» ^;- ••• désignent des polynômes entiers en or, S, 
S', ..., S(/). 
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OÙ cpA? ?A ^^^^ ^^ degrés IX — i, y^ de dej^ré 11 A en x. S, S', ..., 
S(*+i)^ c'est-à-dire 

où Y)t_j_, ne contient que x. S, S', . . ., S *^*^ et est de degré '1\ par 
rapport à ces quantités. De même 

mais v^.^, est de la forme S^*"^-'Oa+i -h sa+i, y^^, de la forme 
donc 

S'^-*-*'<pAH- S ^-"•^J:pA-_, -h yu^i = O, 

OÙ oa^.1 est de degré l a — i , y^+a de degré IX. 
Admettant en général que 

on voit qu'une relation de même forme a lieu quand on remplace n 
par n -h i dans (8), parce que 'i"^,^ est de la forme 

Il suffit, en efl'et. de prendre deux fois la dérivée des deux membres 
de (8). 

Supposant dans (8) A -h 2 ^? =/>, on a 

si 

ce que j'admets; /> étant alors fixe, ainsi que /, les degrés des poly- 
nômes Ça-, ^a+1 '!fh+/ sont :IX — I , celui de •/ p^i_s '^ A, les valeurs 

absolues des coefficients de ces polvnomes sont limitées supérieure- 
ment en fonction de k et /. 

Je prends q l'ois la dérivée des deux membres : 

- S /-7-/ (Cf,^/ --...- 'Ik^i)^ 7,p-,-i-x = o. 



25o NOTE III. 

Dans celle formule, les coefficienls de S^^^^, . . ., S^/^^"'^ ne s'an- 
nulenl pas tous identiquemenl pour x = o, car »;^'= / ! A^ p^ o 
pour j7=o. (9) donnera donc, quand j? = o, pour une valeujr de a 
égale à o, 1 , 2, . . ., ou /, 

(10) Sr''-*>(6o+6,y-f-...^6aya)=G(So ST'^-»-»»). 

Dans celle formule, qui esl très importante, et qui a été indiquée 

par M. Hurwilz (dans Thypothèse, il esl vrai, où les So, S'^, 

sont rationnels, mais cette hypothèse ne sert au fond que dans la 
suite de ses raisonnements), les paramètres 60» •••> ^a qui inter- 
viennent sont indépendants de q. 

Les égalités (9) et (10) sont fécondes en conséquences; je vais, à 
ce sujet, distinguer plusieurs cas. 

Premier cas. — La série S a ses coefficients rationnels. 

C'est le cas considéré par MM. Gomes-Teixera et Hurwilz. So, 
Sy, .. . sont rationnels, et, d'après le lemme 1, on peut supposer les 
paramètres de (2) [ou (5)] rationnels. Les numérateurs et les dénomi- 
nateurs des quantités rationnelles b^^ 6|, ..., 6a indépendantes de q 
sont limités; G esl un polynôme en S„, ..., S'^'^"*"*' à coefficients 
rationnels, de degré ^X. Les dénominateurs de ces coefficienls (mais 
non forcément les numérateurs) sont indépendants de q^ car les 
dérivations successives ne peuvent augmenter les dénominateurs 
dans (8) el (9). En multipliant dès lors les deux membres de (10) 
par une quantité convenable b indépendante de q^ el plus petit 
commun multiple de tous ces dénominateurs, on a 

où Co, c,, ..., Cflt et tous les coefficients du deuxième membre sont 
entiers ; dès que q est assez grand, la parenthèse du pçeraier membre 
esl toujours ^z^ o. 

C'est de cette égalité que M. Hurwilz déduit le théorème I énoncé 
plus haut. On remarquera que la démonstration ne supposant pas la 
convergence de S, ce théorème 1 est encore vrai pour les solutions 
divergentes. 
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On a, d'après (9), 

(II) G(So, ...,S'^-*-v-*-»'. 

= S;r''-*-'>aH-i--...--S;r''-''>,H-r(So, ..., S;r ''-'-' M (»), 

où />a+i' • • -î />/i iivec a -H I : /, sont des polynômes en q de degrés 
a -f- 1 , . . ., /, dont les coefficients ont leurs dénominateurs indépen- 
dants de q\ quant à F. on remarque que y/,^y_ _i est encore de 

degré ^ A par rapport aux x, S, S', rt aussi, comme on le vérifie 

de suite, de degré "1 jjl par rapport aux S, S', si /est de degré S jjl 

par rapport aux y^ 7', F est donc de degré i a par rapport aux 

Soi s„, — 

Or, 
où Sn et tn sont positifs et premiers entre eux; on pourra poser 

où P« et Q,, sont les plus petits entiers tels que Q„_, divise Q« : 
c'est-à-dire que Q,, sera le plus petit commun multiple de ^q, ^,, . . ., 
^„. G sera donc la forme \') 

(*) Cette formule est encore vraie, bien cniendu, lorsque les coefficients de / ne 
sont pas rationnels. 

(^) On pourra arriver à une formule netlement plus avantageuse dans des cas 
étendus. D*après la f«>rmule (i/|) envisagée plus loin (p.' 254), <^liaque terme de T a 
son dénominateur de la forme 

avec 

Jo-^J,-h...-hjk,^\iy Jk^=u y'o -H^ay, -+-... -h(A-,-+-i)y>,^M -h^, /? = /: -4- 2 / -t- 2. 

Donc il en résulte, quand /:, -i- i > * » JA^ = i. 

Je suppose (jue chaque donominaleur Q„ soit divisible par Qî-i ' ^ divise v,QJf , 
qui drvisev, Q ^ ^^_j dès que p -i- q — ot — i— /:, est au moins égal à |i. Quand cette 
différence est < ix, yx, = 1 : al<)r>, parmi les quantités yx,— 1. yV,— î, . . ., la première, 
qui peut être ^ o, a son indice limité indépendamment de </, et le produit corres- 
pondant t^^,,.t'j^~l est limité supéri» un-ment, quel que soit q : le nombre de ces 
produits distincts est limité. Finalement, le dénominateur D est de la forme 
^iQp+^-oL-\y *^^ ^ ^^ *3 forme Bv-'Q^_J.,^_gj_,. Dans ce ca*. on trouve, pour P^ ^ o, 
au lieu de (12), 
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OÙ Bp^f^jt est entier, et v un entier iudëpenilanl de //. Finalement, 

On déduirait rapidement de là le thë^irème I précité: le lecteur 
pourra le faire, ou se reporter au Mémoire de M. Hurvvitz y* ); je 
préfère observer ce qui suit : je pose d'abord p -h q — a = m, d'où 

si am ^ o, 

On obtient ainsi le théorème suivant : 

Théorème IL — Soit F(x)=: V di 5m/fl,( /w!)"*^'" une série 

déterminée à coefficients rationnels (s„^^ t,^ entiers positifs pre- 
miers entre eux), solution formelle d'une équation différentielle 
rationnelle déterminée en x, v, v', ..., y^^^ d'ordre k et de 

de gré 'S, [x par rapport à y, y\ v^*^ // existe une constante v 

et un polynôme D,» à coefficients entiers indépendants de m tels 
que, à partir d'une certaine valeur de m, on ait, quand Sm^^o. 

Qm_i étant le plus grand commun fiis?iseur de t^^ t^, . . ., /ji»_i- 

Si, dans une série à coefficients rationnels de la forme F, 
convergente ou divergente, il y a une infinité de coefficients ne 
satisfaisant à aucune condition de cette nature, cette série est 
une fonction hypertranscendante { '^), 

Il n'est pas difficile de former de pareilles séries : on prendra par 
e^iemple o<C\sm\^'^ pour une infinité de valeurs de w, Q«= /^, 



(' ) Annales de l'Ecole M or maie ^ i^*<«j, p. 33o. 

(') Les conclusion!» restent les mêmes pour les séries et les équations différen- 
tielles à coefficients imaginaires : on pourra toujours supposer les t^ réels, et alors, 
dans (i2),5^/7j est le module de a^. 



SUR LES FONCTIONS HYPKRTRAN8CENDAXTES. l53 

^/n!> ^],T-i% O" ^ ^sl fixe elX;„_, un entier qui croit constamment et 
indéfiniment avec m. On a, si /^^>- 2, X^, >• 2, \,n-\i \*--\- i, s^^o, 

*//! > Sn_ , ' ,„_ , = f,n- 1 ^»t 1 » 



pour toute valeur de o-, v, [x, D;„, dès que m est assez grand. Donc : 
Les séries infinies à coefficients rationnels 

m 

oii ffH>f^,T-\'> ^m étant un entier qui crott indéfiniment ai'cc m 
et tm~% diK>isant tm-^sont des fonctions hyper transcendantes quand 
o <[ I 5,n I <; T (o- nombre fixe) pour une infinité de valeurs de m 
{Sm, t,n entiers, tm réel). 

Le théorème II ci-dessus a des analogies avec le théorème de 
Liou\ille (Chap. II) ei il conduit à une conséquence bien curieuse 
au point de vue de la théorie des nombres transcendants; dans des 
cas étendus ('), ^{p'q~^) est un nombre transcendant de Liouville 
quand p'q*'^ est rationnel ^'0. Ainsi les nombres ¥^[p'q'~^) sont 
des nombres transcendants de Liouville (Chap. V, p. io3); F|(x) 
est une fonction génératrice de nombres transcendants (Chap. V). 
On pourrait appeler ces nombres des nombres hyper transcendants, 
s'il devenait nécessaire de donner un nom spécial aux nombres 
déduits d'une fonction génératrice lijpertranscendante. 

Deuxième cas. — La série S a des coefficients quelconques et 
présente des lacunes. 

Je suppose que la série S, convergente ou divergente, présente des 
lacunes, c'esl-à-dire des suites de coefiicienls consécutifs a„, an^\^ ... 



(') En vue de leur ilélermination on pourra se reporter à mon Mémoire Sur les 
fonctions monodromes et tes nombres transcendants {Journ. de Math., 190}, 
p. '!oo, théorème II). 
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Le théorème III peut servir de base pour les fonctions hyperlrans- 
cendantes à une théorie en partie analogue à celle que j'ai développée 
dans le Chapitre III pour les nombres transcendants de Liou ville. 

Je choisis une fonction hyperlranscendante 

«o 

OÙ les pni sont des entiers croissants Cl^m^i > ,3/») jouissant de la pro- 
priété suivante : pour une infinité de valeurs m^ de m, on a, dès que 
771 1 est assez grand, 

(l6) fjm,-^l pmî > a, 

a' étant un nombre fixe arbitraire aussi grand qu'on veut (*). Je 
considère la série hypertranscendante analogue 



'•'1 



Cffi'xy»^ 



telle que, pour une infinité de valeurs /W2 de m' correspondant à /7i,, 

OÙ l„t^, '/M,+i sont limités supérieurement et inférieurement; Ym^i Yml 
est !>a', , a^ étant un nombre fixe arbitraire, dès que mj est assez 
grand. Je dirai que F,, qui est une fonction hypertranscendante, est 
une fonction hypertranscendante correspondant à F; il est évident 
que, réciproquement, F correspond à Fi. 

On pourra encore considérer l'ensemble des fonctions correspon- 
dant à F; soit F2 une fonction ^ F s et correspondant à F; 



-2 







on a 

O/n, — 'mt^m^i û/nj-»-i — e/n,-»-i Ym,-*-l> 

OÙ /^^, /^^, C,^p C,-»-i sont limités supérieurement et inférieurement 
quel que soit mi [mi satisfaisant à (16)]. Donc : 



(') Dès lors, il y a une infinité de valeurs /w^ de w telles que P,«+iP;i* soit un 
nombre croissant constamment et indéfiniment avec m^. 
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Deux fondions hypej transcendantes correspondant à ¥ se 
correspondent entre elles, 

La somme, par suite la dilTcTenre de deux fonctions F,, Fa cor- 
respondanl à F, est une fonction correspondant à F ou un polynôme. 
F.n eflPet, soit, par exemple, o„/^^y,„^; F| -h Fo, ordonné suivant les 
puissances croissantes de r, contient un terme en jr^'",; le terme qui 
suit a son exposant au moins éj^al, soit à y/«,+«, soit à 2,;,^^^, et 
7/«,+i5~'^, 5/«^+|0^| sont >► a!,, si grand que soit le nombre fixe arbi- 
traire a!j, pour une infinité de valeurs de m^. Toutefois, comme cas 
particulier, F, -h Fa pourra être un polynôme. 

Le produit FjFa est aussi une fonction hypertranscendante corres- 
pondant à F. 11 contient en effet les termes 

Cm,^m,arT«..-*-5.n,^ Co6/,„.^,a'^'"»-^'-^^% Cn,^^yd,xy--^^'-^^\ 

tous les termes étant d'exposants supérieurs ou inférieurs. Or 

sont !>a3, si grand que soit le nombre fixe arbitraire a'j, pour une 
infinité de \aleurs de w,. 

On remarquera d'ailleurs que les dérivées successives de F, Fi, 
F2, . . . sont aussi des fonctions correspondant à F. De même le pro- 
duit de F par un polynôme est une fonction hypertranscendante qui 
correspond à F. Donc : 

Théorème IV. — U ensemble E des st^ries hyper transcen^iantes 
correspondant à la série F et des polynômes forme un groupe par 
rapporta l'addition, la soustraction, la multiplication {*) et la 



(*) Il resterait à examiner ici si l'on ne peut obleiiir une propriélé semblable pour 
la division on considi'ranl au besoin un ensemble contenanl E. Celte question sera 
traitée plus loin par d'autres méthodes. 

On remarquera que l'on pcui in'liirércmmenl supposer que l'ensemble E ne com- 
prend que des séries toutes convergentes ou qu'il renferme «les séries divergentes; la 
croissance des coefficients de chaque série ne joue en |)riiicipe aucun rôle. On peut 
lui en faire jouer un en spécifiant des conditions complémentaires, par exemple : 

i" Toutes les séries l*' ont un rayon de convergence ^ p' (p' nombre fixe); 

2* Toutes les séries E s«>nt des fonctions entières d'ordre fini 1 p' ; 

3* Toutes les séries E sont des fonctions entières d'ordre '-. {k\ p'), etc. 

Dans cha<iue cas on obtient des ensembles E' analogues à E, contenus dans E, et 
jouissant des mêmes propriétés. 

M. 17 
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dérivation. Tout jtoly nome formé avec ces séries et leurs dérivées 
appartient à l'ensemble E. 

Troisième cas. — La série S est divergente et ses coefficients 
croissent suffisamment vite. 

Soit une série S ==^a^{m\Y^ x"^ divergente qui satisfait formel- 



lement à f= o. Comme on l'a déjà indiqué, il résulte du théorème 
connu de Cauchy sur l'existence des solutions des équations diffé- 
rentielles queyj!fc) s'annule quand on y fait a: = o, j'=flro, j'i = ai, ..., 
j^(*J= ak- Mais l'on peut supposer, comme on l'a vu, que ^^'(») n'est 
pas nul identiquement quand on remplace j^ par S. 

L'égalité (9) permet d'obtenir une limite supérieure de la croissance 
des modules des coefficients a^. Pour cela, on reprendra l'équa- 
tion (10); dès que q est assez grand, bo-i- b^q -}-...-+- bg^q^ est p£ o. 
D'après (11) 

où A| est une constante indépendante de q et Vp^g^ai_i le plus grand 
module des quantités S',;"«= a,„,, avec mi^p-\-q — a — i. Quant 
à r(So. ..., SJ/*^^"'""), c'est y;,^y_/_, où l'on fait x = o; '/^p^j_/_i est 
une somme de termes de la forme (i4)- Soit le nombre des termes 
de /, tous de la forme (i3); je vais trouver une limite supérieure du 
nombre des termes (i4) pour lesquels jâ, = o; il est inutile de 
compter ceux pour lesquels pi>o; ils sont tous nuls dans F. Pour 
obtenir ces termes (i4)î oï^ dérive d'abord chaque terme (i3) a, fois 
par rapport à x, de façon à faire disparaître le facteur j?, puis 
p — 7.i = q -\- 2l-^ :i — a, fois, et l'on déduit de chaque terme (i3) 
au plus (') uP termes (i4)î c'est-à-dire que y;,^^_/_, contient au 
plus OjjiP termes distincts qui ne s'annulent pas pour x = o; chacun 
d'eux a son module ^Aa^JJ+^-z-u ^^^ ^'^ ^^^ "^^ constante indépen- 
dante de q. Le module de r(So, ..., S'/^^''~*') est ainsi au plus 



( ' ) On considère la dérivée a, ! A^"o^''i. . .^' ')'* de (i3) comme un produit formé 
de a,! A el de /,, facteurs y, ..., *i facteurs ^(*'; la dérivée première de ce produit 
est une somme de /o-r. . .-f- 1\5 jx termes a! Aj^'»^'*i. . .^^•(*)**^, la dérivée seconde 
contient au plus \t^ termes analogues, etc. 
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égal à 

on en conclut, d'après (lo) et (i i), 

I a^^_a \èhq^ ^p^g-a-x + «X, |x7^«/-« ^^^./-r 
Posant p -hq — a = m et remarquant que ( * ), si ijl > i , 

X3 étant une constante indépendante de m, on obtient 

OÙ Ç > o est indépendant de ni] si Ô est une constante convenable > i , 
on en tire 

(j,„ 5 e^tA-^e)" (e arbitraire > o\ 

car il suffit 

(jjiH-e)"» »£log0^(/7i -h Ç)log{x, 
ce qui a lieu quel que soit m, si e et 8 est assez grand. Donc : 

Théorème V. — Soit une série divergente donnée ^ Gm (m l)~*x"^ 


à coefficients quelconques, solution formelle d'une équation dif- 
férentielle rationnelle donnée f=o d^ ordre k et fie degré $ |jl 
eny^y^ ...,j'^*^; e étant une constante arbitraire > o, on peut 



(*) Ce qui suit suppose ix>i; lorsque jx = i (équations (Jiiïércntiellcs linédircs), 
on a cf„cfm-j = ''*'•» ^*ù 0, est fini; on en conclut 

|a„|^.\(m!)«„ 
où A' est une conaiante. 
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trouver une constante positU^e 6 >- i telle que 

la^l^e'l^-e^- (1), 

quand ;jl > i ; lorsque a = i {équations différentielles linéaires)^ 
on a 

I «/w I = A' (m !;^i (A', Oi constantes). 

Ou voit que, si la croissance des | /-/,„ | est assez rapide, plus exac- 
tement s'il y a une inHuité de valeurs de m telles que 

I «//i I > '^^1?-, 

011 liur^,« = 4- 30 pour n = oo, la série en question ne pourra satis- 
faire formellement à aucune équation diUerentielle rationnelle; car 

puisque 

(îJi-+-£)'«k.j,'0<<f;;;iog'2 

dès que ni est assez ^rand. 

Voi(*i encore une autre conséquence de la formule (lo) : je consi- 
dère une infinité de solutions distinctes de /= o, analogues à S, 
mais ne satisfaisant pas ày^^'^^)=o et je suppose pour elles / limité 
supérieurement et S /,, en admettant que cela soit possible. La for- 
mule (lo) détermine S„" en fonction de So, SJ,, ..., S'^j''', où Â, est 
limité en fonction de /, et des coefficients de /= o. Par conséquent, 
deux de ces solutions ne peuvent avoir mêmes valeurs de Sq, 
S'„, ..., Sq'''*; autrement dit, le développement de Maclauriu qui 
représente la différence de deux de ces solutions qui sont distinctes 
ne peut être, pour x infiniment petit, d'ordre supérieur (^) à :r^i. 



(') On pourrait sans doute améliorer cette limite en tenant compte de (i5) et de 
la note ('), page aSi. Comparer avec mon Mémoire des Annales de l'École normale 
supérieure, 1903. p. 488 -'197. 

{') On suppose que toutes les solutions considérées soient des séries de Maclaurin 

^c^.C, convcrgenles ou divergentes, ou des polynômes. 


Pour plus de commodité, je dirai que la série de Maclaurin ^ c^ar'* est d'ordre 


infiniiésinial égal à celui de x" pour x infiniment petit, même si cette série diverge 

quel que soit x, quand le premier coeflicient -^ dans la série est e^. 
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Ceci posé, soit une infinité de solutions (s'il yen a), ^ ,...,\^ , ... 
pour lesquelles / n'est pas limité et qui tendent vers une limite com- 
mune N , / croissant indéfiniment avec n. Je conviens de dire par là 

que 51 ^^2 ~^^it' l'ordre infinitésimal de e« pour .r infiniment petit 
croissant indéfiniment avec n. Je substitue ^ -4-s,, = \^ à la place 

de y dans fyk,\ l'ordre infinitésimal du résultat pour x infiniment 
petit est supérieur à tout nombre arbitraire, cpiand n est assez grand, 

puisque / est alors aussi grand qu'on veut, c'est-à-dire que ^ est 
solution de f^\)=^ o. Par conséquent : 

Lemme II. — Quand une solution formelle \^ de Véqualion 
différentielle rationnelle /= o, d'ordre /*, ne satisfaisant pas 
à fy:k) = o^ est la limite d'une suite indéfinie de fonctions ^ , 
^ , . . . 1 21 ' ••• ^^ satisfaisant pas à fyi=:o^ de façon que 
l'ordre infinitésimal de^^ — ^ pour x infiniment petit croisse 
indéfiniment avec /?, parmi les fonctions ^ /'/ n'y en a qu'un 
nombre limité (') qui puissent satisfaire à V équation f=z o. 

On suppose que 21'51 ' ••'51 ' '•* ^^^^^ ^^^^ polynômes ou 
des séries de Maclaurin convergentes ou divergentes ^^CftX", 



Ce lemme est utilisé plus loin. 

(') Si en effet une infinité des fonctions 2. satisfaisait à f = o, on pourrait 
trouver /i, et /i, assez grands pour que V —V = (7—7 ) "" ( 5] ~5j ) 
soit d'ordre infinitésimal aussi grand qu^on veut pour x iiiliniment petit, > et 
y étant solutions de / = o. D'après ce qui précède, la quantité / ne peut être 

limitée pour ces fonctions. Il en résulterait que y. ocrait une solution de /'(j) = o, 
contruirement à riiypoihése. 
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Autre méthode. 



Les méthodes ci-dessus s'appliquent commodément aux solutions 
des équations diirërentielles rationnelles pour trouver certaines lois 
relatives aux lacunes, ou encore à la croissance des coefficients ou 
des dénominateurs des coefficients supposés rationnels, quand ces 
solutions sont dé\eloppées suivant la formule de Maclaurin. Mais 
elles semblent d'application difficile lorsque les solutions sont 
données comme limites de fractions rationnelles, par exemple comme 
quotients de deux séries ou sous forme de fractions continues algé- 
briques. Je vais indiquer ci-dessous une autre méthode qui conduit 
à des propriétés paraissant en liaison tout à fait intime avec le 
théorème fondamental de Liouville pour les nombres transcen- 
dants (Chap. II). 

Incidemment je ferai connaître quelques résultats accessoires sur 
les fonctions algébriques et les solutions des équations différentielles 
linéaires. 

Fonctions algébriques, — Soit l'équation algébrique 

(17) /i(^,r)=o. 

On peut récrire 

où Po« P|. ..., PcT sont des polvnomes de degrés ^p^^p^^ — , p^. 
On peut d'ailleurs supposer Po(»r) ^o. Si alors une série 

^' = a,„jr'"-+-a,„^.,x'"-^»-h... (a,„ ^ o), 

est solution de (17), ou voit que 

^P,(x)-4-^«P,(x)-h...-+-^«ïPi3(ar) 

doit avoir un terme en x de degré ^ p^^ après substitution de la 
série jk; il en résulte donc 
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Lemme III. — Toute série 

y = a,n a?'" -H «/«-hi a?"»-^-» -h . . . {a m 9^ o), 

ordonnée suiv^ant les puissances croissantes de x et satisfaisant 
à{\']) est telle que le degré m de la plus petite puissance de x de 
coefficient am y^ o dans cette série ne dépasse le degré du poly- 
nôme en X indépendant de y qui figure dans (17). 

Equations différentielles linéaires. — La marche suivie pour 
établir les théorèmes I et II permet de montrer que, si une série 

de Maclaurin ^ = Va,,^;'», (m>o), donnée satisfait à une équa- 

m 

lion différentielle linéaire donnée 

(18) /= %y -h ?, y-+-. . .H- ^y^' + ^k^x = o, 

où les Pi sont des polynômes en x de degré £ A, l'indice m du premier 
coefficient de la série qui est yé o est limité en fonction de k et du 
degré X ou, plus exactement, du degré )/ de ^a. Ici, en effet, fyi) = P*. 
Mais, en vue d'arriver à plus de précision, j'établirai directement le 
lemme suivant : . 

m 

Lemme IV(*). — Toute série de Maclaurin y =^a,tX'^ qui 


satisfait formellement à l'équation différentielle linéaire 

Po7 -^- ?i y -^- • • . -<- ^A-y ^-^ H- ?*-Ki = o, 

flont les coefficients sont des polynômes de degré ^q^ a pour 
Indice m de son premier terme 7^ o un nombre ^y -+- c, où c ne 
tlépend que de k et des coefficients des polynômes. 

En effet, la substitution de j^ dans le premier membre de l'équation 
différentielle donnera un résultat identiquement nul 

Bo-+- B,a:-l-...-h B,„ar"»-h... = o, 



(*) Ce lemme s'applique môme %\ y n'est qu'une solution formelle divergente, ou si 
le coefficient de ^(*> est nul pour x =0. 
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el 

Bo = o, B,= o, ..., B,„ = o, ...; 

le coefiicient du figurera au plus, puisque 

y^^^ = X:! ax-i-(X: -+- i) I rtA-t_|X-h. . .-+- ni^n — i).. .(n — k h- i;rt„j:«-*-h. . . , 

dans 

B/i-A-, B,i_x-.-i, ..., B,n-^. 
Si 



le coefficient de x*^ est (avec a,= o pour /<o, c;,*"*"*^=o pour 
/i>7) : 

-t- Cô' ' ( /l -r l) a,;H_| -h . . . -h cy ( /l — 7 -h I )rtn-^+i 



Dès que /« ^y 4- 1 1 B,,^, se déduit de B,, par le simple changement 
de /i en ^i 4- I . 

Pour une valeur de //, soit <7,;^/ (l^k) le coefficient d'indice le plus 
élevé de B„ tel qu'un au moins des coefficients c/ qui le multiplient 
dans B,, soit diflerent de o. B„ est de la forme 

^n-h/^n-h/ -H ^/î-f-/-i «/i-t-/-i -+-...= O, 

où 

^/n-/ = y//. -^ X). -I -^ • • • ; 

yx» yx-iî • • • sont des polynômes en n -h l de degrés )v, a — i , . . ., 
avec A ^ A', de la forme 

'^l' = A).'(n-r l)(n -h / — !)... (n-f- / — X'-h i). 

D'après la façon dont on a choisi «,/+/, l'on peut supposer X\ ^ o. 
Alors Tîy,,^./ est un polynôme en //-f- /, de degré elfectif A, non iden- 
tiquement nul, et qui s'annule pour au plus A valeurs de n + /. Ces 
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valeurs ont leurs modules limités (*) en fonction des coefficients c|"" 
et de k {q n'intervient pas). 

Donc, lorsque n -{- /est supérieur à une certaine limite v — i , où v 
ne dépend pas de //, B,, = o détermine a,,.,./, en fonction des coeffi- 
cients d'indice plus petit par une équation linéaire homogène qui est 
une formule de récurrence. Les coefficients «v? «v+i? •••? ^v+A+7 ne 
peuvent être tous nuls, sans quoi B,| = o, qui ne contient que 
A: -h <7 -f- 1 coefficients au plus, montre qu'il en serait de même de tous 
les a»,. Dès lors, un des coefficients Gm^ avec 

est tZ^ o. C, Q. F. D. 

Je vais déduire de là le lemme suivant : 

Lemme V. — Soit r expression {notations du lemme IV) 

E(r ) = Por -^ • • . -+- hy^''^ -^ ?*-^i ; 

si l'on substitue à y une série {convergente ou divergente) de la 
forme 

y = arx^--^ a^-Ki^'"^* -4- ... ; 

avec ûTr^z^o, r entier, ^{y) devient une série 

quand r^<7H-24-A:-hX, a, on a 

E(y)y'io, s-^i'lr-^q. 

En effet, le résultat de la substitution est de la forme 

Bo-hB,j7-i-...-i- B,„a:'« -h 

Soit Bo = B, = . . . = B, = o, et am^i le coefficient de y d'indice 
le plus élevé contenu effectivement dans B,„, avec — q ^ l^ k; on a 

ao = «1 = . . . = ar-i = o, 



(') On voit (NiEWKXQLOWsKi. Algèbre de Math, spec, t. II, 1' édition, Paris, 
A. Colin, i><9i, p. 4»^) que ces valeurs sont au plus égales à iH-X,at, a étant le maxi- 
mum du module du rapport de «Icux coefficients c^^ et a, étant limité en fonction 
de k : \y est, en effet, un des coefficients c^K On prendra v = 2-+- X,a. 
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et, d'après le raisonnement du lemme précédent, 

ao = ai = . . . = as^i = o, 

pourvu que[note('),p. 265]5-H/^74-A--}-2-|-X|a, r^q -hA:-»-2+^ia; 
alors, puisque flr?^ o, s -\- l'^r — i, 

5^r-h^ — I, 5-hilr-+-7, 
inégalité qui a encore lieu quand r^^r 4-^4-24- )Ma>-^-4-'. 

C. Q. F. D. 

Je vais maintenant établir le théorème annoncé, tout à fait ana- 
logue au théorème arithmétique de Liouville (Chap. II). 

Théorème fondamental VI. — Sou\{x) une fonction non ra- 
tionnelle donnée, quotient de deux séries de Maclaurin (*) 



=(l--)(l' 



î = ( yc,„xn* \[ yd,nX'n\ , 



(19) Ii = PiQtS ..., I« = P«Q,7\ ... 

des fractions rationnelles, fonctions réelles ou imaginaires de x, 
en nombre infini, ayant des valeurs distinctes; par hypo- 
thèse, Ç — \,i est, pour X infiniment petit, un infiniment petit 
d* ordre (2) a,^ toujours croissant avec /i, et les P,/, Q„ sont des 
polynômes en x de degrés respectifs pn^ qny dont l^un au moins 
croit indéfiniment avec n. 

Lorsque Ç est solution d'une équation différentielle rationnelle 
déterminée 

d'ordre A*, sans satisfaire à une équation différentielle ration- 
nelle d'ordre k et de degré moin Ire en y^^\ ou d'ordre moindre 
que A*, Von a, dès que n est assez grand. 



(^) Les séries sont convergentes ou divergentes; une d'elles peut se réduire à uq 
polynôme. 

(') Ceci veut dire qiie \ — l„ est égal formellement à une série de Maclaurin dont 
le terme de degré le moins élevé est en x'*-n : une remarque analogue s*applique 
à (20). 
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pour X infiniment petit (V est positif et ne dépend que de k et 
des paramètres de f). 

Soit d^ le premier des coeffîcienls du dénominateur de Ç qui 
est 75^ o : \x^ — 1//^*^ est, pour x infiniment petit, d'ordre a„ — w, 
et \x^ limite des fractions I«Jr^ : de plus, Çx^ est, en même temps 
que Ç, solution d'une équation difl'érentielle d'ordre A* de même degré 
Qnyiff)^ sans satisfaire à une équation différentielle d'ordre < A*, ou 
d'ordre k et de degré plus petit en y^^K 11 suffit alors de raisonner 
sur $x^, c'est-à-dire que je puis supposer d^yé-o dans \, 

Ceci posé, soit 

On a, par la formule de Taylor pour les polynômes, 

Pn el qn étant les degrés du numérateur et du dénominateur de I/,, les 
degrés du numérateur et du dénominateur de IJ,, I]|,, ..., IJf^ ne dé- 
passent pas respectivement 

Pn-^qn et iqn, 
Pn'^'^qn et 4y„, 



I** Soit d'abord 



/>n-h(2^— i)^„ et 2^^«. 



/(ar, i„, ...,i;^)^o 



pour une infinité de valeurs de n que je considère : c'est une fonction 
rationnelle dont l'ordre infinitésimal est au plus égal au maximum du 
degré du numérateur. Si 

/= Va xiyuyi,,, yk)'\ 

ce degré est au plus égal à une expression de la forme 
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OÙ V^j ijl'', v", >/ sont limlti's en fonction de k el des /, /oi 'i? • • •? '*• 
Dans le dernier membre de (21), loiis les termes ne peuvent être 
nuls identiquement A ('); sinon, en eflel, on aurait /(x, I«, ..., 
l)f ) = o, contrairement à riijpotlicse. Des lors, le dernier membre 
de (21) peut se mettre sous la forme d^une fraction 

Nw ' (ah„ -h a, a;, -f- ... -f- an h',f -f- 61 AJ -4- . . . ), 

où a, a,, . . ., a,i, ^1, ... sont tles polynômes en -r, le numérateur ne 
contenant aucun terme indépendant des //,,, //^'^, ..., /i^^\ et le déno- 
minateur N,, étant un polynôme indépendant de ces quantités, déno- 
minateur commun de /J^, ...,yiia), Ces dernières expressions 

sont elles-mêmes des polynômes dont les dénominateurs sont de 
degré ^)., -f- V| «y,,, où X,, v, sont limités en fonction de fc et des expo- 
sants de/; le dénominateur commun est donc de degré S Aj H- V2711, 
où Xo, V2 sont limités de même. Si alors h,, est de Tordre de -r*- pour x 
infiniment petit, A^f ' est de Tordre de j-*«~*, c'est-à-dire d'ordre %„ — /r, 
N,| d'ordre 5X2-f-V2y«, et le dernier membre de (21) d'ordre au 

moins égal à 

a„ — A— X, — vj<7„. 

Le deuxième membre de (21) étant d'ordre au plus égal à 
d'après (22), (21) est impossible dès que 
ou, a fortiori, dès que 

(23) %n > ?(H-/>/» -+-<?«), 

OÙ p est limité en fonction de A' et des exposants de /. 

Dans le cas considéré ici, le théorème se trouve ainsi établi. 
2" ; étant une solution de/ = o, 

(M) /(^, I;., ..., 1/0=0 

a lieu à partir d'une certaine valeur de n. 
(') Au besoin on le vcrilierail |>ar dérivation. 



Sllf LKS FONCTIONS HYPERTRANSCENDANTES. 269 

a. Je vais d'abord considérer le cas où f=o est une équation 
linéaire 

/ = boy^''^ ^- bxy^f'-^^ -+-...-+- b^y -f- bk^^ = o, 

6oî ^lî " ") b/s^i étant des polynômes. On a 

Par hypothèse, 1,^ est solution de ré(|ualion linéaire en question 
ainsi que ;. 

Alors /</i est solution de Téquation dillercntielle linéaire homo- 
gène 

boZ^^^-\-fjiZ^-^^ -+-.. .^ 6a5 = o, 

mais /i„ est formellement développable en une série 

où /• est Tordre de /i,^, c'est-à-dire est aussi <^rand qu'on veut pour n 
assez ^rand. Les degrés de />o, ..., />a étant (îxes et indépendants 
de /^, on est conduit à une impossibilité dès que n est assez j^rand, 
d'après le lemme IV précédent. 

Le théorème est ainsi complètement établi lorsque y*=o est une 
équation diderenlielle linéaire. 

b. Je prends le cas général : /est ou non linéaire. Ou bien il y a 
une infinité de valeurs de n telles que/^i; s'annule pour y=l„^ ou 
cela n'a pas lieu. 

S'il y a une infinité de valeurs I,,^, I„, ... qui annulent/'^.t), et 
si ç = I//, H~ /*^//.î en substituant ç à y dansy^,' 4 , on '>oit que, pour x 
infiniment petit, Tordre infinitésimal du résultat est aussi grand qu'on 
veut dès que /«/ est assez graud [formule analogue à (21)]. Donc Ç 
serait solution dey^^.;4)= o, contrairement à l'hypothèse. 

Si, à partir d'une certaine valeur do /*, 1,^ n'annule pas^^^*, Ç ne 
Taunulant [)as non plus, il résulte du lemme 11 que, parmi les 1,^, il 
ne peut y en avoir qu'un nombre limité satisfaisant à /= o, résultat 
contraire à l'hypothèse. c. (,). f. d. 

Le théorème fondamental comporte ce corollaire évident : 

Cdrollaiue. — Lorsque 

(•25; \i-ln\<i:r\^^^-Pn-^-fn\ 
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si grand que soit le nombre fixe arbitraire positif a dès que n 
est assez grand, \ est une fonction hyper transcendante. 

\ satisfaisant à (25), soit une autre fonction Ç' analogue à $, limite 
d'une suite de fractions I), telles que Ton ait, soit 

P'n = ^nPm Çn = ^n Çn^ 

soit 

P'n^^nÇn^ qn= Ufn, 

OÙ kfi et Ift sont limités supérieurement et inférieurement quel que 
soit /i : on a encore par hypothèse 

dès que n est assez grand. Les deux fonctions $, Ç' seront dites cor- 
respondantes. 

Soit E| l'ensemble des fonctions correspondant à Ç et des fractions 
rationnelles. On voit successivement les propriétés suivantes : 

Deux fonctions Ç', ^" correspondant à une même troisième $ se cor- 
respondent entre elles; la somme de Ç' et d'une fraction rationnelle F, 
le produit F$' appartiennent à E, ; la somme ou la différence $' dt ^^ 
appartient à E| ; les dérivées successives de Ç', le produit $'$", le quo- 
tient Ç'Ç''"' appartiennent à Ei. 

En ce qui concerne le quotient, il suffira de s'assurer que Ç~* fait 
partie de Ei. Or 

S~* est la limite de la suite des fractions I,"* de degrés p'ft = Çny 
q\^z=.pfi au numérateur et au dénominateur, et Ç"* correspond à Ç. 
Finalement, on conclut de là ce théorème : 

Théorème VII. — Toute fonction rationnelle de x et de fonc- 
tions de E, appartient à E| ; en particulier, toute fonction ration- 
nelle de J7, Ç, Ç', ... et leurs dérivées appartient à E, (*). 

11 est, semble-t-il, difficile d'obtenir une analogie plus complète 



(*) L'ensemble T des fondions qui sont solutions des équations diffiéreatielles 
rationnelles jouit de propriétés semblables. 
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avec les considérations du Chapitre III. Le théorème fondamental VI 
paraît ainsi susceptible d'applications tout à fait analogues à celle du 
théorème fondamental de Liouville (Chap. II) sur les nombres trans- 
cendants. Mais je ne m'étendrai pas davantage sur ce point. 

Je remarquerai néanmoins que le théorème VI permet de retrouver 
le théorème lll et ses conséquences. 

Je suppose, en effet, ^ = ( ^fim^^'^ ) ( ^bmJt:^'*' ] ? où, pour 

une infinité de valeurs m' de m, rn^+i w^* > «'? ^w+i^m* 5> *'? ^^ 
grand que soit le nombre positif a' donné a priori^ et xs'^^ = gm'^m'i 
^w>o et limité supérieurement et inférieurement : Ç est la limite 
des fractions 

1/11= 1 2^'*^^' 



quand m croît indéfiniment ; d'ailleurs \ — \m est de l'ordre de x^m+Df- 
ou x'^'^+t-ix au moins ((jl constante). Ici pm=^m, Çm = ^'„,', 
Ww4.i(nj„,H-T(j'^J~*, w'„^+,(w„, -h w),i)~* croissent indéfiniment avec m. 
D'après le théorème VI, si $ n'est pas une fonction rationnelle, c'est 
une fonction hypertranscendante : on retrouve ainsi comme cas 
particulier le théorème III. 

On considérera les fonctions Ç' analogues, quotients de deux fonc- 
tions correspondant au numérateur de Ç au sens de la page 267. La 
somme, le produit, le quotient de deux fonctions $' sont de même 
forme et ont mêmes propriétés. Finalement, on obtient pour l^ en- 
semble E\ des /onctions Ç, $', ... et des fractions rationnelles un 
théorème tout semblable au théorème V^ll, et que je me dispense 
d'énoncer : ce théorème comprend le théorème IV (*). 

Remarque. — Soit f{x) une série à coefficients rationnels : si 
/(a), pour une valeur a rationnelle ou algébrique, est transcendant, 
il en résulte bien que f{x) est une fonction transcendante. Mais il 
n'j a pas réciprocité. 



(*) Il semble qu'il y aurait lieu d'essayer d'obtenir un théorème analogue au tbéo- 
rèmc VI pour les fonctions \ limites de fractions I^ telles que \ — 1„ tende suflisam- 
ment vile vers (x fini) quand n croit indéfiniment et soit développable en série 
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Le développement en série d'une fonction rationnelle y à coeffi- 
cients rationnels a ses coefficients rationnels et est rationnel pour 
toule valeur rationnelle de x; mais un pareil développement n'est 
jamais une fonction entière : il est toujours de la forme x~'"S(:r), où 
S(.r) est un polynôme ou une série dont le rayon de convergence 
est limité. Dès lors une fonction entière à coefficients rationnels est 
toujours une fonction transcendante. On a formé au Chapitre X des 
fonctions entières à coefficients rationnels qui n'ont que des valeurs 
rationnelles pour x rationnel. 



rapidement convergente procédant suivant les puinsances croissantes d'^ x dans le 
voisinage de j: = o. Ce serait ici la décroissance des coeflicienls des «Icveloppemcnts 
qui jouerait un rôle. 

On peut aussi considérer des ensembles analogues à E,, E',, mais moins généraux, 
qui jouissent néanmoins de propriétés semblables, par analogie avec ce qui a été 
indiqué à propos du théorème IV et de l'ensemble E [note (•), p. 257)]. Ainsi on 

pourra spécifier que Ç est le quotient de deux fonctions entières 2. ^m^°'^y X, ^m^"'"» 
c'est-à-dire une fonction méromorphe, etc. 



FIN. 
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